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Erster Abschnitt. 


Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken. 


Um die Punkte des Raumes direkt, ohne Zuhülfenahme von Koordinaten, der 
Rechnung unterwerfen zu können, denke man sich einen jeden Punkt e dargestellt als das 
Produkt aus einem Zahlfaktor nt, welcher die Masse des Punktes heilsen mag, und einem 
zweiten Faktor a, der die Lage des Punktes im Raum angiebt. Dieser Lagenfaktor @ möge 
der zu dem Punkte e gehörende einfache Punkt, e selbst aber ein vielfacher Punkt genannt 
werden. Die Beifügung eines Massenfaktors m nämlich verleiht dem Punkte den Charakter 
einer Gröfse, indem sie ihn der Vermehrung und Verminderung fähig macht. Zunächst 
freilich erstreckt sich diese Verknüpfungsfähigkeit nur auf Punkte, welche demselben ein- 
fachen Punkte zugehören. Zwei solche Punkte e, = ya und e, =1t,a erscheinen als 
gleichbenannte Zahlen und können daher wie diese addiert und subtrahiert werden. So 
wird man unter der Summe 

4% =ma+ Na 


.nichts anderes zu verstehen haben als den Punkt 


(m, + m,)a, 
d.h. man erhält für die Summe zweier vielfachen Punkte gleichen Ortes einen Punkt des- 
selben Ortes, dessen Masse gleich der Massensumme der Summandenpunkte ist. 

. Für die Addition zweier der Lage nach verschiedener Punkte indes, welche als 
ungleich benannte Grölsen aufzufassen sind, bedarf es einer besonderen Erklärung, bei 
deren Wahl man nur dafür Sorge zu tragen hat, dafs 

erstens die Grundeigenschaften der Addition in möglichst weitem Umfange erhalten 
bleiben, und dafs 

zweitens beim Übergange zu Summanden von gleicher Lage die neue Art der 
Addition in die oben’ dargestellte Addition kongruenter Punkte übergeht. 

Wir knüpfen diese Erklärung an den Begriff des Schwerpunktes. Wir fassen 
nämlich die Massenfaktoren m, und nt, der beiden zu addierenden Punkte e, = na, und 
e, = It,a, als Massen im Sinne der Mechanik auf und verstehen unter der Summe 
ma, + 1,a, beider Punkte ihren mit der Gesamtmasse 


1): 20 a Re NN, 


belasteten Schwerpunkt. Bezeichnen wir daher noch den mit dem Schwerpunkt zusam- 
menfallenden einfachen Punkt mit s, so lautet die Definitionsgleichung der Summe zweier 
vielfachen Punkte 

Bien sr a an eins, 





563323 
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wo m durch die Gleichung 1) bestimmt ist, und der Punkt s die Verbindungslinie der 
Punkte a, und a, im umgekehrten Verhältnisse ihrer Massen teilt (vgl. Fig. 1). 

Durch diese Erklärung wird man sicher der zweiten von den oben gestellten For- 
derungen gerecht, da wirklich bei der Anwendung auf kongruente Punkte die neue Addition 
Be ma  ın die oben dargestellte Addition gleichnamiger Punkte 
a °* übergeht. Man erfüllt aber auch die erste Forderung, 

nach welcher die neue Verknüpfung den Grundeigen- 
= schaften der Addition entsprechen soll, denn erstens ist 

das Ergebnis der Verknüpfung mit den verknüpften Grölsen 
gleichartig, und 


m 
2 
Fig. 1. 


zweitens genügt die Verknüpfung den beiden Grundgesetzen der Addition, dem 
kommntativen Gesetze 


2) De ar ae FE a 
und dem associativen Gesetze 
4) . . . . . . . e I (e; E= e3) == (e, + 6) -- e3. 


In der That folgt die Gültigkeit der ersten Formel direkt aus dem Begriffe des Schwer- 
punktes, die der zweiten aus dem bekannten Satze, dals 3 Punkte nur einen Schwerpunkt 
besitzen. 
Die Differenz zweier Punkte wird in gewöhnlicher Weise auf die Summe zurück- 
geführt. Aus den Gleichungen 
ma +ı1,a,=ms und 
nn +. = m 
ergeben sich durch Auflösung nach den beiden ersten Summanden ım,a, und my, die 
Gleichungen 
Se N iger, ee 
11) SE a et ik 
welche aussagen: 

Die Differenz zweier Punkte ms und m,«a, ist wie- 
derum ein Punkt, dessen Masse nı, die Differenz der 
Massen des Minuendus und Subtrahendus ist, und dessen 
Ort a, durch Umkehrung der Summenkonstruktion in 
Fig. 1 gefunden wird (vgl. Fig. 2). 

Eine besondere Betrachtung erfordert noch der Fall, 
wo die Masse m des Minuendus der Masse m, des Sub- 
trahendus gleich ist. Alsdann ergiebt die Konstruktion 
einen in unendlicher Entfernung auf der Verbindungs- 
linie der Punkte a, und s liegenden Punkt (vgl. Fig. 3), 
welcher der Gleichung 6) zufolge die Masse 0 hat. Durch 
dies Hinausrücken in unendliche Ferne und das gleich- 
zeitige Verschwinden seiner Masse erhält nun aber dieser 
Punkt — wir wollen ihn das unendlich ferne Punktbild 
der Differenz nennen — eine Unbestimmtheit, welche der Differenz selbst nicht anhaftet, 
und welche ihn daher zu ihrer Gröfsendarstellung untauglich macht. Um dies einzusehen, 
nehme man auf einer Geraden drei einfache Punkte a, b und db, an und bilde aus ihnen die 





Fig. 3. 
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Differenzen b—a und b, —a. Einer jeden von ihnen entspricht dann der mit der Masse 0 
behaftete unendlich ferne Punkt der Geraden ab, und es sind also die Punktbilder der 
beiden Differenzen vollkommen gleich, während doch die Differenzen selbst unzweifelhaft 
ungleiche Grölsen sind, da 
die eine, b—.a, bei der Vermehrung um a den Punkt b, 

die andere, b, —a, ” » „ I 2 ” b, 
ergiebt. Es ist also wirklich das (unendlich ferne) Punktbild der Differenz gleichmassiger 
Punkte zur Gröfsendarstellung dieser Differenz ungeeignet. 


Um zu einer brauchbaren Darstellung zu gelangen, setze man für den Augenblick 
oO oO oO I oO 
die Differenz 


er DI rel, 
dann wird nach dem Begriffe der Differenz 
DIEBE En EN EN win Deza-k, 


und diese Gleichung zeigt, dals die Addition der Differenz k = b — a den einfachen Punkt « 
in den um die Strecke ab entfernt liegenden einfachen Punkt 5 überführt. Dem Punkte « 
gegenüber erweist sich also der Summand k=b—-.a als eine Verschiebungsgrölse, und es 
fragt sich nur, ob seine Addition auch bei jedem andern einfachen Punkte e eine gleich 
grolse Verschiebung hervorruft. Um diese Frage entscheiden zu können, hat man zunächst 
noch den allgemeinen Begriff der Summe e+k=ec-+(b—.a) festzustellen, da die oben 
gegebene Erklärung der Addition der Punkte auf eine solche Summe keine Anwendung 
finden kann. Es erscheint als das natürlichste, diese Erklärung an die Forderung zu 
knüpfen, dafs auch hier wieder das associative Gesetz erhalten bleiben solle, die neue Art 
der Addition also geradezu durch die Gleichung zu definieren 
nun. na eb —=0 =(cH+b) —a. 

Bezeichnet man daher die gesuchte Summengrölse ce + (b—a) mit d, so wird ver- 

möge 9) 


JUeereEeenrıne deilc-b)—M, 
wofür man nach dem Begriffe der Differenz auch schreiben kann 
u ee A ae a) 


Diese Gleichung aber besagt: 

Die gesuchte Summengröfse d ist derjenige Punkt, welchen man zu a addieren 
muls, um den Schwerpunkt von ce und db, d.h. den mit der Masse 2 belasteten Mittelpunkt » 
der Linie cd, zu erhalten. Darin aber liegt: 





Der Punkt d besitzt, ebenso wie die Punkte «a, b KH 2 
und ec, die Masse 1 und bildet die vierte Ecke des Paralle- « 
logramms mit den Seiten ab und ac (vgl. Fig. 4). R h 
Der Punkt d geht also wirklich aus dem Punkte ce Fig. 4. 


durch eine Verschiebung parallel und gleich der Strecke ab 

hervor. Die oben aufgeworfene Frage, ob der Summand b — «a bei jedem einfachen Punkte c 

eine gleich grofse Verschiebung bewirkt, ist also zu bejahen, und man erhält den Satz: 
Durch Addition der Differenz b)—a erfährt jeder beliebige, einfache 

Punkt c eine Verschiebung parallel und gleich der Strecke ab. 
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Man kann daher die Strecke ab, falls man an ihr nur die Länge, die Richtung 
und den Sinn, nicht aber auch die Linie festhält, in der sie liegt, geradezu als das geome- 
trische Bild der Differenz b)— a ansehen, und wir stellen daher die Erklärung auf: 


Unter der Differenz b—a zweier einfachen Punkte 5 und a soll die 
Strecke ab verstanden werden, diese Strecke gerechnet vom Subtrahendus «a 
nach dem Minuendus 5 hin. 


Die Brauchbarkeit dieser Erklärung giebt sich sogleich dadurch zu erkennen, dafs 
sie als unmittelbaren Ausfluls die bekannte Strecken- Addition und -Subtraktion ergiebt. 
Für zwei stetig aneinanderstolsende Strecken, welche durch Differenzen von der Form b— a 
und e— b dargestellt werden, erhält man nämlich sofort die Gleichung 


12) an aba ee end 
und damit den Satz: 


„Die Summe zweier stetig aneinanderstolsenden 
Strecken ist gleich der Strecke vom Anfangspunkt der 

ersten bis zum Endpunkt der zweiten“ (vgl. Fig. 5). 
a b Und aus ihm folgt wieder wegen der Verschieb- 

y. barkeit der Strecken der allgemeinere Satz: 
Man erhält die Summe zweier beliebigen 
Strecken g und h, indem man sie unter Bei- 
e behaltung von Länge, Richtung und Sinn stetig 
h aneinanderlegt; dann ist die Strecke vom An- 
fangspunkt der ersten bis zum Endpunkt der 
h zweiten die Summenstrecke % (vgl. Fig. 6). 


Aus der Summengleichung 


g+h=k 
g ergiebt sich endlich noch durch Auflösung nach dem 


Fig. 6. zweiten Summanden %» die Gleichung 





h=k—g, 
in welcher der Satz liegt: 

Man erhält die Differenz zweier Strecken, indem man sie unter Bei- 
behaltung von Länge, Richtung und Sinn mit ihren Anfangspunkten anein- 
anderlegt, dann ist die Strecke vom Endpunkte des Subtrahendus bis zum 
Endpunkte des Minuendus die gesuchte Differenzstrecke. 


Zum Schlusse dieser Entwickelungsreihe möge endlich noch die Differenz zweier 
gleichmassigen vielfachen Punkte mb -— ma gedeutet werden. Nach dem distributiven 
Gesetze wird 

13, 7: Rene em. mb ma nord): 
man erhält daher den Satz: 


Die Differenz zweier m-fachen Punkte ist das m-fache der Differenz der ent- 
sprechenden einfachen Punkte, d. h. also eine Strecke, welche nach Richtung und Sinn 
mit der. Verbindungsstrecke b— a der beiden Punkte übereinstimmt, deren Länge sich 
aber zu dieser wie m:1 verhält. 
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Zweiter Abschnitt. 
Die äufsere Multiplikation. 


Man kann sich nun aber weiter auch die Aufgabe stellen, den analytischen Aus- 
druck für ein Linienstück zu ermitteln, an welchem nicht nur wie bei der Strecke die 
Gröfse, die Richtung und der Sinn, sondern wie bei .einer Kraft, die an einem starren 
Körper angreift, auch noch die gerade Linie festgehalten wird, welcher das Linienstück 
angehört, so dals es also diese gerade Linie auch ihrer Lage im Raume nach charakterisiert. 
Für die rechnerische Darstellung eines solchen Linienstücks — es möge im Gegensatz zur 
Strecke ein „Stab“*) genannt werden — reichen die bisher entwickelten analytischen Hülfs- 
mittel, nämlich die Addition und Subtraktion von Punkten und Strecken, noch nicht aus, 
und wir versuchen es daher mit einer Art der Multiplikation, die wir durch Einschliefsung 
des Produktes in „scharfe“ Klammern von der gewöhnlichen Multiplikation der Algebra 
unterscheiden und als äufsere Multiplikation bezeichnen wollen. Ist also C’ ein Stab, a 
sein Anfangs-, b sein Endpunkt, und sind beide Punkte als einfache Punkte aufgefalst, so 
setzen wir das Produkt 

een ern lable ( 

Um den multiplikativen Charakter dieser neuen Verknüpfung festzulegen, bestimmen 
wir, sie solle der Addition gegenüber distributiv sein, d.h. es sollen die Gleichungen 
bestehen 


15) 





flat +e)] = [ab] + [ac] und 
Io + da] = [ba] + [ea]. 
Aus diesen Formeln folgt dann ohne weiteres, dafs die äufsere Multiplikation auch der 
Subtraktion gegenüber distributiv ist, dafs also auch die Formeln gelten 

Kupl as Ar eo) — [ab] — [ee] 

Io oa] = [ba] — [ea]; 

denn ersetzt man etwa auf der rechten Seite der ersten Formel die Gröfse 5 durch die 
Summe (b—-c) + ec, so erhält man 











[ab] — [ae] = [e((d — ce) + c)|— [ec], d.h. nach 15) 
— |[a(b — c)] + [ec] — [ee] 
— [ad — 9)]. 


Die Formeln 15) und 16) liefern ferner bei der Anwendung auf kongruente und 
gleichmassige Punkte 5 und c die Spezialformeln 


(la: 25] = 2[eb] 

\[25-a]l=2[ba] und 

(le: 0] = 0 
VEREIN. ei ae 





*) Der von meinem Vater gebrauchte Ausdruck „Linienteil* hat sich nicht recht einbürgern wollen. 
E. Budde nennt in seiner Mechanik (Berlin, G. Reimer, 1390—91) den Stab einen „linienflüchtigen Vektor“. 
H. Hankel und E. Müller benutzen den Ausdruck „Geradenstück* (vgl. H. Hankel, Theorie der komplexen 
Zahlen, Leipzig, 1867, und E. Müller, Die Liniengeometrie nach den Prinzipien der Gralsmann’schen Aus- 
dehnungslehre, in den „Monatsheften für Math. und Phys.“ II. Jahrg. Wien, 189i, und derselbe, Neue 
Methode zur Ableitung der statischen Gesetze, in den „Mitteilungen desK. K. technologischen Gewerbemuseums 
in Wien“, Neue Folge, III. Jahrg. Wien, 1893). 























s H. Gralsmann, Punktrechnung und projektive Geometrie. 





Bei wiederholter Anwendung der Formeln 15) und 16) endlich ergeben sich zunächst 
für ganze Werte eines Zahlfaktors n, dann vermöge der gewöhnlichen Schlulsweise auch 
für gebrochene Werte von n die allgemeineren Formeln 

fle: nd] = n[ab] 
"Ind a] = n[ba]*), 
welche aussagen, dals in einem äufseren. Produkt ein Zahlkoeffizient eines Faktors auch 
vor das ganze Produkt gestellt werden darf. 


18) 


Die geometrische Bedeutung der Gleichungen 15) ist nicht schwer zu erkennen. 
Sie definieren nämlich, falls 5 und e einfache Punkte sind, die Addition von Stäben mit 
gemeinsamem Anfangspunkte, und zwar genau im Sinne der Mechanik. Bezeichnet man 
nämlich wie oben den Mittelpunkt zwischen den Punkten D und ce mit m, setzt also 





ß b+c=2m, 
nn so lälst sich die erste Gleichung 15) mit Rücksicht auf 18) 
PEN in der Form schreiben 
a 2[am] = [ab] + [ae], 
Fig. 7. in der sie besagt (vgl. Fig. 7): 


Die Summe zweier Stäbe mit gemeinsamem Anfangspunkt ist wieder 
ein Stab, nämlich die von diesem Anfangspunkte ausgehende Diagonale des 
durch die beiden Summandenstäbe bestimmten Parallelogramms. 

Indes genügt die neue Art der Produktbildung keineswegs sämtlichen Gesetzen 


der algebraischen Multiplikation. Dies erkennt man am deutlichsten, wenn man die beiden 
Grenzpunkte eines Stabes €’ in einen einzigen Punkt zusammenrücken läfst, so dals der 


Stab die Länge Null erhält und daher selbst = 0 gesetzt werden muß; dann verwandelt 
sich die Gleichung 14) in die neue Gleichung 
I) Bee a are 


welche wir als die Grundformel der äufseren Multiplikation bezeichnen wollen, da 
sie die besondere Eigentümlichkeit des äulseren Produktes im Gegensatz zum algebraischen 
besonders scharf hervortreten lälst. Sie zeigt nämlich, dafs das äufsere Produkt nicht nur 
verschwindet, wenn ein Faktor null ist, sondern auch, wenn seine beiden Faktoren ein- 
ander gleich werden. Ja es verschwindet sogar schon, wenn seine Faktoren nur einander 
kongruent sind; denn nach der ersten Formel 18) wird auch 


20) + ee a ee Dr 
falls n eine Zahl bedeutet. 


Die Gleichung 19) verdient den Namen einer Grundformel der äufseren Multipli- 
kation um so mehr, als sich aus ihr noch eine weitere wichtige Eigenschaft des äufseren 
Produktes ableiten läfst, durch welche dieses ebenfalls von dem algebraischen Produkte 
geschieden wird. Ersetzt man nämlich in der Grundformel 19) den Punkt @ durch die 
Summe zweier Punkte 5b und e, so erhält man die Gleichung 


[d+ 9b +0] = 0. 





*) Für den Fall, dafs der Zahlfaktor n irrational ist, können die Gleichungen 18) als Definitions- 
gleichungen gelten. 
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Diese aber verwandelt sich, wenn man unter Wahrung der Faktorenfolge ausmul- 

tipliziert und zugleich beachtet, dafs wegen 19) die Produkte [55] und [ee] verschwinden, in 
led] + [dc]=0 oder in 
ZUER U  eri lebl=— [bc]; 

worin der Satz liegt: 

Ein äufseres Produkt ändert sein Zeichen, wenn man seine beiden 
Faktoren miteinander vertauscht, 
oder geometrisch ausgedrückt: 

Bei Umkehrung seines Sinnes nimmt ein Stab den entgegengesetzten 
Wert an. 

Die Formeln 15) bis 21) zeigen bereits eine vollkommene Analogie zwischen den 


Gesetzen der äufseren Multiplikation und denen der Determinanten. Diese Analogie wird 


noch vervollständigt, wenn man beachtet, dafs wegen der Distributivität der äufseren Mul- 
tiplikation auch | 

REN 2 leben) lab] 
ist, worin der Satz liegt: 

Ein äufseres Produkt ändert seinen Wert nicht, wenn man einen Faktor 
um ein Vielfaches des andern vermehrt. 

Da die soeben betrachtete Veränderung eines Faktors des äufseren Produktes für 
dessen Umwandlung und geometrische Deutung von hervorragender Wichtigkeit ist, wollen 
wir sie mit einem besonderen Namen belegen und diese Benennung sogleich auch auf 
Produkte von mehr als 2 Faktoren ausdehnen. Sobald nämlich ein Faktor eines Produktes 
um beliebige Vielfache der andern Faktoren vermehrt wird, wollen wir sagen, es sei jener 
Faktor einer „linealen Änderung“ unterworfen. Der Grund für diese Bezeichnung 
springt in dem vorliegenden Beispiel sofort in die Augen, denn alle Punkte d + na, 
welche sich aus dem Faktor b durch lineale Änderung ableiten lassen, liegen auf der näm- 
lichen Geraden ab. Bei Einführung dieser neuen Benennung läfst sich dann der durch 
die Formel 22) ausgedrückte Satz auch in der Form aussprechen: 

Das äulsere Produkt zweier Punkte verhält sich invariant gegenüber 
linealen Änderungen seiner Faktoren. 

Aus der Gleichung 22) entspringt noch eine besonders wichtige Spezialformel, wenn 
man dem Zahlfaktor n den besonderen Wert — 1 verleiht; dadurch nämlich geht sie über 
in die Formel 

EEE ale) [a9], 
welche den analytischen Zusammenhang zwischen der Strecke b—a und dem Stabe [ad] 
zur Anschauung bringt, indem sie zeigt, dafs der Stab [ab] aus „seiner Strecke" b— a 
dadurch abgeleitet werden kann, dafs man diese mit dem Anfangspunkt « des Stabes als 
erstem Faktor äufserlich multipliziert (mit « „vormultipliziert‘). Diese Bezeichnung kann 
dazu dienen, den Begriff des Stabes näher auszugestalten, doch muls man vorher noch 
ein wenig auf das äufsere Produkt zweier Strecken eingehen. 

Zunächst bedingt es die Distributivität der äufseren Multiplikation, dafs die Grund- 
formel 19) und die von ihr abhängende Formel 20) auch für Strecken fortbestehen, dafs 
also auch für eine Strecke » die Gleichungen -gelten 

Ar VEN HALE0 und 
2 2 2 ee | rd] == 0); 
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welche aussagen, dafs das äufsere Produkt paralleler Strecken verschwindet. Stellt man 
nämlich die Strecke % als Punktdifferenz dar, setzt somit etwa 
h=b-—-.a, so wird 
[rh] = |(b — a)(b — a)] 
— [ab] — [ba] 
— [ba] — [ba] 
0. 
d.h. die Grundformel der äufseren Multiplikation gilt auch für Strecken. Aus 
der Grundformel aber und dem distributiven Gesetze folgten alle übrigen Formeln der 
äulseren Multiplikation; also bleiben auch sie sämtlich bestehen, wenn man anstatt der 
Punktfaktoren Strecken setzt. Insbesondere wird für 2 Strecken % und % wieder 


| 


20Y-arEn el Re OR ee /OH® 
und ebenso gilt die Formel der linealen Änderung: 
DI) een Ira) IRR 


Dies Gesetz der linealen Änderung bleibt übrigens offenbar auch dann noch er- 
halten, wenn der eine Faktor des Produktes ein Punkt und der andere eine Strecke ist; 
so wird, falls « einen Punkt und % eine Strecke bezeichnet, 

2A) ira le na 

Diese Formel benutzen wir jetzt, um die linke Seite der Gleichung 23) umzu- 
gestalten. Es wird 
| [ad] = [a(b — a)| = [fa + n(b — a))(b — a)] 
oder, wenn man die Bezeichnung einführt 

) h=a+trnl—a), 
ZI er abe la: 

Hier ist wegen der Willkürlichkeit des Zahlkoeffizienten n der Faktor a, ein ganz 
beliebiger Punkt auf der durch den Stab [ab] bestimmten Geraden, nämlich derjenige ein- 
fache Punkt, welcher aus «a durch eine Verschiebung um das n-fache der Strecke b—a 
entsteht. Die Gleichung 29) enthält daher den Satz: 

Der Stab [ab] kann aus der Strecke b—a auch dadurch abgeleitet 
werden, dafs man sie mit einem beliebigen einfachen Punkte a, der durch den 
Stab [ab] bestimmten Geraden „vormultipliziert“. 

Bezeichnet man ferner noch denjenigen einfachen Punkt, welcher aus a, durch 
Verschiebung um die Strecke 5 — a hervorgeht, mit b,, setzt also 


> b, =a, +(b—.a), so wird 
a b a, b ”*) b) —a,—=b—.a und zugleich 
Fig. 8. I, —b=a,—a (vgl. Fig. 8). 


Führt man aber den Wert **) in die Gleichung 29) ein und berücksichtigt noch 
die Gleichung 23), so erhält man die Gleichung 
und damit den Satz: 

Das äufsere Produkt zweier einfachen Punkte ändert seinen Wert nicht, 
wenn man beide Faktoren. in der durch sie bestimmten Linie um gleiche 
Strecken verschiebt; oder auch: \ 

Ein Stab kann unbeschadet seines Wertes in seiner eigenen Linie 
beliebig verschoben werden. 
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Es entspricht also auch in dieser Hinsicht der Stab vollkommen einer an einem 
starren Körper angreifenden Kraft, und es läfst sich daher auch die Addition von Stäben, 
die sich schneiden, nach dem Vorbilde der Mechanik auf die Addition von Stäben mit 
gemeinsamem Anfangspunkte zurückführen. 
In der That sind 
A, und A, zwei Stäbe, die sich in « schneiden, 
k, und A, ihre Strecken (vgl. Fig. 9), 
so wird 


s1), ee Ina 
4, —= lak, |, 
ihre Summe 4 also j 


32) A=A, +4, =[ak,] + [e%,] = [e(k, + %,)], 
d.h. „die Summe zweier sich schneidenden 4 
Stäbe ist ein Stab, der durch ihren Schnitt- } 
punkt geht, und dessen Strecke die Summe - 
der Strecken beider Stäbe ist‘; oder anders 
ausgedrückt: 

Die Summe zweier sich schneidenden Stäbe ist wieder ein Stab, näm- 
lich die von ihrem Schnittpunkte ausgehende Diagonale des durch die beiden 
Stäbe bestimmten Parallelogramms. 


AI 








Aber auch in dem Falle, wo die beiden zu sum- s 2 
mierenden Stäbe einander parallel laufen, führt die Addition 
der sie darstellenden Punktprodukte sofort zu der aus der kiA, 
Mechanik bekannten Addition paralleler Kräfte Denn sind 4, k 
rn) 
\4 = [e,%,] Alkık, 
zwei parallele Stäbe (vgl. Fig. 10), so werden sich ihre Strecken 
in der Form darstellen lassen 
34) (ak -uık 
\k,- 1, %k, 
die Stabsumme A wird daher el 





35) A=A +4 = [a%] + [%%] = [e, : ımKk] + la, - 1, %] = [m,o, + 0, 4,)$). 

Sind hierin nicht gerade die Zahlfaktoren nı, und m, entgegengesetzt gleich, die 
Strecken %k, und %, beider Stäbe also nicht gerade gleich lang und von entgegengesetztem 
Sinn, so ist der erste Faktor der rechten Seite der mit der Summe ıt, + 1, belastete 
Schwerpunkt s der vielfachen Punkte na, und ı1,a,, d.h. es ist 

Serena gt, F,)s, 
folglich wird 
A= 4, +4, = [(u, + m,)sk] 
—= [s - (m, + m,)%] 
= [s(m,k + m,%)|, oder also nach 34) 
30). Be le Are si. h,)], 
lv uch le zweier parallelen Stäbe, en Streckensumme von Null verschieden ist, 
ist er ein Stab, dessen Strecke die a beider Stäbe ist, und dessen Anfangs- 
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punkt sich als Schwerpunkt aus den Anfangspunkten der Summandenstäbe ergiebt, falls 
man sich diese Punkte mit Massen behaftet denkt, deren Grölse den Stablängen propor- 
tional, und .deren Vorzeichen gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem der Sinn beider 
Stäbe übereinstimmt oder nicht“. 
Man hat endlich noch den oben ausgeschlossenen Aus- 
nahmefall zu behandeln, wo die beiden parallelen Stäbe 
Afk gleiche Länge, aber entgegengesetzten Sinn haben. Zwei 
solche Stäbe lassen sich in der Form darstellen 








a 
% g 38) (4A = — [ak] 
hfA, ee 
(vgl. Fig. 11). Für ihre Summe, — wir wollen sie ein Stab- 
Fig. 11. : 3 E REN, 
paar nennen, — erhält man die Darstellung 
39) . 2.2... 4d=4A+4 = — [ak] -+ [e%] = [(e, — a)k] 


d.h. „ein Stabpaar ist gleich dem äufseren Produkte zweier Strecken, von denen die erste 
vom Anfangspunkte des ersten Stabes zum Anfangspunkte des zweiten führt, während die 
zweite Strecke die Strecke des zweiten Stabes ist“. 

Ein solches Streckenprodukt wurde nun zwar oben bereits nach der formalen 
Seite hin untersucht, — wobei sich ergab, dals seine Rechengesetze mit denen der Punkt- 
produkte übereinstimmen —-, aber es bleibt noch seine reale Bedeutung zu ermitteln. 
Hierbei kann man wieder denselben Weg einschlagen wie oben bei der Entwickelung des 

D = = 

Begriffs einer Strecke. Man setze einstweilen das fragliche Produkt 


40) . = . u (a, —— a,)k] san I 
dann ist das Produkt F’ darstellbar als Differenz der beiden 
gleich langen und nach derselben Seite laufenden Stäbe 


[a,%] und [a,%] (vgl. Fig. 12), nämlich 





z [a,k] — [e, k] = F, 
kJA und also nach dem Begriffe der Differenz 
3 ee He en 





Diese Gleichung zeigt, dals die Addition des Strecken- 
produktes # den Stab [a,%], welcher mit dem ersten 
Stabe A, des Paares entgegengesetzt gleich ist, in dessen zweiten Stab A, = [a,%] 
überführt, d.h. dals sie ihn um ein Parallelogramm verschiebt, welches die Faktoren des 
Produktes 7’ zu Seiten hat; dabei ist die Seite des Parallelogramms, längs deren verschoben 
wird, — wir wollen sie die Leitstrecke der Verschiebung nennen —, der erste Faktor des 
Produktes F und die Strecke des verschobenen Stabes selbst der zweite Faktor. 


Fig. 12. 


Es läfst sich aber weiter zeigen, dafs überhaupt jeder beliebige Stab C, wenn er 
nur der durch die Faktoren des Produktes 7’ bestimmten Ebene parallel läuft”), durch 
Addition des Produktes Feine Verschiebung um ein Parallelogramm erfährt, dessen Grölse 
und Sinn durch die Faktoren des Produktes F’ festgelegt wird. 





*) Der Fall, wo auch diese Bedingung nicht erfüllt ist, kann hier ausgeschlossen bleiben, da die 
Untersuchung schlielslich doch auf Figuren einer Ebene beschränkt werden wird, und die Betrachtung des 
Räumlichen nur so weit durchgeführt werden soll, wie es zur Klarlegung der auch für die Ebene wichtigen 
Grundbegriffe nötig erscheint. 
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Zunächst behandeln wir als zweiten Sonderfall den Fall, wo der Stab © we- 
nigstens noch seiner Richtung nach mit dem zweiten Faktor % des Streckenproduktes 


Bere. naeh ik überemstimmt, wo also 
Aa er le le-nk] ist; dann, wird.die, gesuchte Summe 
ae. er, OB R- [a unkl=e[rk] 


—[a-nk]) + R n |, oder also 


Eye a > a a Er 0+ Pr |(a+ 1%) url 


Die Strecke nk des Stabes C j3 
hat also bei seiner Vermehrung um 
das Produkt F' keine Veränderung 
erfahren, aber der Stab ist um ein 
Parallelogramm verschoben, welches 








die Strecke en zur Leitstrecke hat 


(vgl. Fig. 13). Während also die 
Strecke des verschobenen Stabes das 
n-fache vom zweiten Faktor des 
Produktes F ist, bildet die Leit- 
strecke der Verschiebung den ıt-ten 
Teil des ersten Faktors. Das Ver- 
schiebungsparallelogramm stimmt daher wieder mit dem Parallelogramme %», k nach Grölse, 
Sinn und Stellung seiner Ebene überein. h 

Ist endlich der Stab ©, welcher um das Streckenprodukt # = [hk] vermehrt 
werden soll, nur noch an die Bedingung geknüpft, dafs er der Ebene des Parallelogramms 
h, k parallel läuft, so zerlege man ihn 
in zwei Komponenten (, und 6, 
welche mit den Faktoren » und %k des 
Produktes 7 gleiche Richtung haben 
(vel. Fig. 14). Dann wird 
BOT E SO FOAFZO HIGHER): 

Hier entspricht die Summe in der 

Klammer genau dem oben betrachteten € 
zweiten Sonderfall; denn der Stab (, 
hat die Richtung des zweiten Faktors k. 
Er erfährt also durch Hinzufügung des 
Produktes Feine Verschiebung in der 
Richtung des ersten Faktors 7 und zwar 
um ein Parallelogramm, welches nach Gröfse, Sinn und Stellung seiner Ebene mit dem Paral- 
lelogramme 7, %k übereinstimmt. Es kann aber andererseits auch der Stab ©, unbeschadet 
seines Wertes nach demselben Anfangspunkte verschoben werden; er verschmilzt daher 
mit dem Summenstabe (0, + F' zu einem Gesamtstabe D= C + F, welcher selbst gegen ( 
um ein Parallelogramm verschoben ist, das mit dem Parallelogramme %, % gleichen Flächen- 




















Fig. 14. 
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inhalt, gleichen Sinn und gleiche Stellung hat, während es freilich in seiner Gestalt von 
ihm durchaus verschieden ist. f 

Nennen wir daher einen Flächenraum, an welchem seine Grölse, sein Sinn und 
die Stellung seiner Ebene, nicht aber die Form und Lage festgehalten wird, nach dem 
Vorgange von Mehmke ein „Feld“, so können wir sagen: In sämtlichen oben betrach- 
teten Fällen wird das Produkt #= [hk] geometrisch charakterisiert durch das Feld, welches 
mit dem Parallelogramme A, % gleiche Gröfse, gleichen Sinn und gleiche Stellung hat; 
und wir verstehen daher unter dem Produkte zweier Strecken k und k geradezu 
das durch sie bestimmte Feld. 

Durch diese Festsetzung gewinnt das Zeichen F eine neue Bedeutung: Es ist nun- 
mehr nicht nur eine Abkürzung für das Produkt [7%], sondern zugleich das Zeichen für die 
soeben definierte Feldgröfse; und das Ergebnis unserer obigen Unter- 
suchung lälst sich daher, falls man noch die Gleichung D=ÜU+F 
nach F’ auflöst, sie also in der Form schreibt 

D—-Ü=F, 
in den Satz zusammenfassen: 

Die Differenz D— C zweier Stäbe von gleicher Länge, 
gleicher Richtung und gleichem Sinn ist ein Feld F) dessen 
erste Seite vom Anfangspunkte des Subtrahendus nach dem 
Anfangspunkte des Minuendus führt, und dessen zweite 

nz: Seite die Strecke beider Stäbe ist (vgl. Fig. 15). 

Auch lassen jetzt die bereits oben für das Streckenprodukt entwickelten Formeln 

eine geometrische Erhärtung zu. Der durch die obigen Formeln 


Eee ae AR. nl 
25) ee ale 
dargestellte Satz: 





„Das äufsere Produkt paralleler Strecken verschwindet“ ist nur ein anderer Aus- 
druck des geometrisch selbstverständlichen Satzes: 
„Ein Parallelogramm, von welchem zwei anstofsende Seiten in dieselbe gerade Linie 
fallen, hat den Flächeninhalt Null.“ 
Die Vertauschungsformel 

















E Ya 26) [kh] = — [hk] enthält den Satz: 
[ k] 7 k [1%] „Beim Wechsel seines Sinnes ändert 
4 ein Feld sein Zeichen“ (vgl. Fig. 16), 
h _ r 
Fig. 16. während die Formel der linealen An- 
derung 
nh 27) [h(k + nAh)| = [rk] den Satz darstellt: 
„Parallelogramme, welche zwischen Parallelen liegen und 
N gleiche Grundlinie haben, sind einander gleich“ (vgl. 
Fig. 17). 
h Das allgemeine distributive Gesetz endlich 


Fig. 17. 


47) [(g + A)k] = |yk] + |hk] 
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findet, falls die drei Strecken g, » und %k derselben Ebene angehören sollten, seine Bestä- 
tigung durch eine zweimalige Anwendung des eben genannten Satzes (vgl. Fig. 18); ist 








g+N grh 
Fig. 18. Fig. 19. 


hingegen diese Bedingung nicht erfüllt, besitzen also die Felder [9%] und [%] verschiedene 
Stellung, so kann die Formel 47) als Definitionsgleichung ihrer Summe dienen (vgl. Fig. 19). 





Das äufsere Produkt dreier Faktoren läfst sich durch die Forderung definieren, 


es solle aufser dem distributiven Gesetze . 
ee rrlob(er al=l[abel- [@da] 

auch noch das assoziative Gesetz 
49) . er label = abe] 


gelten. Mit Hülfe ee ee und der Vertauschungsformel für zweifaktorige Produkte 
läfst sich dann leicht zeigen, dafs die Gleichung 48) auch erhalten bleibt, wenn man den 
Summenfaktor an die zweite oder erste Stelle treten läfst, dals also auch die Formeln 
bestehen 
50) flat + &] = [web] + [adb] 
"fe + d)ab] = [cab] + [dab). 
Ferner folgt durch dieselbe Schlufsweise wie auf 8. 7 die Gültigkeit der ent- 
sprechenden Differenzformeln ; 
[ab(e — d)| = [abe] — fabd] 
aha. nr Tale—da)b]= [ach] = [add] 
(ce — d)ab] = [cab] — [dab]; 
auch ergeben sich ebenso wie dort die Formeln 
| [ab0] = 0 
[add] = 0 
| Padb|—=0 und 
[rt] —nlabe] 
Dosen lalite)dj=.n[ged] 
UImoas) — n[cab]. 
Aus der Grundformel 19) der äufseren Multiplikation ferner entspringen unter 
Berücksichtigung der Formeln 17), 49) und 21) ganz entsprechende Grundformeln für drei- 
faktorige Produkte, nämlich die Formeln 


[add] = 0 
Dal 2. “N Be [ede] = 0 
Iffel =, 


N 
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welche aussagen, dafs auch ein dreifaktoriges Punktprodukt verschwindet, sobald zwei Fak- 
toren einander gleich werden. Und diese Formeln bilden dann wieder den Ausgangspunkt 
für die dem äufseren Produkt von drei Faktoren im Gegensatz zum algebraischen 
Produkte eigentümlichen Gesetze. 
Zunächst erhält man wieder, wenn man die gleichen Faktoren durch je eine 
Summe ersetzt, also etwa für d, e, f die Werte einführt 
d=b+c,. e=c+a, f=a+b 


und dann das distributive Gesetz anwendet, die Vertauschungsformeln des dreifaktorigen 


Produktes 
[acd] = — [abe] 
Dö). u 0 a char [abe] 
|dac] = — [abe], welche aussagen: 


Ein äufseres Produkt von drei Faktoren ändert sein Zeichen, wenn man 
irgend zwei Faktoren miteinander vertauscht. 
Hieraus aber folgt weiter: 
„Der Wert eines ‚dreifaktorigen äufseren Produktes bleibt unverändert, wenn man 
den ersten oder den letzten Faktor über die beiden andern Faktoren hinwegsetzt. 
Zwischen den sechs Produkten, welche durch verschiedene Anordnung der drei 
Faktoren eines äulseren Produktes hervorgehen, bestehen daher die Beziehungen 
f [adbe]= [dcal=  [ceb] 
= — [ach] = — |bac] = — [eba]. 
Ferner aber findet auch die Formel der linealen Änderung (Nr. 22) ihr Analogon, 
denn es wird wegen 54) 
I) ne ne, Hobel —=jable Mar nD)] 
und entsprechende Veränderungen gestatten auch die beiden ersten Faktoren des Produktes 
[abe], d.h. es gilt der Satz: 


56) 


Ein dreifaktoriges äulseres Produkt ändert seinen Wert nicht, wenn 
man einen Faktor um beliebige Vielfache der beiden andern vermehrt, oder: 

Ein dreifaktoriges äulseres Produkt verhält sich invariant gegenüber 
jeder linealen Änderung seiner Faktoren. 

Von besonderem Interesse ist diejenige spezielle lineale Änderung, welche 
man erhält, wenn man m = —n annimmt, wodurch die Formel 57) übergeht in 

98). a nn narlobel=ejable ep) 
Eine solche spezielle lineale Änderung ist dadurch ausgezeichnet, dafs sie, falls die Fak- 
toren des Produktes einfache Punkte sind, deren Masse unverändert läfst und nur eine 
Verschiebung dieser Punkte hervorruft. 

Die Formel der speziellen linealen Änderung leitet schon hinüber zu dem realen 
Begriff des dreifaktorigen äufseren Produktes. Stellt man sich nämlich die Auf- 
gabe, das Produkt dreier einfachen Punkte geometrisch zu deuten, d.h. eine geometrische 
Grölse anzugeben, welche invariant bleibt bei allen Faktorenänderungen, welche das Produkt 
gestattet, so zeigt die Formel 58) bereits eine höchst charakteristische Eigenschaft dieser 
geometrischen Gröfse. Sind nämlich a, b, e drei einfache Punkte und 

BI ee es. 
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ihr äufseres Produkt, so kann man zufolge der Gleichung 58), ohne den Wert des Pro- 
duktes d zu ändern, seinen dritten Faktor e durch den Punkt 

G=ce-+n(b—a) 
ersetzen, d.h. durch denjenigen einfachen Punkt e,, welcher aus ce durch eine Verschiebung 
um das ı-fache der Strecke 5b — «a hervorgeht. Man hat also den Satz: 

„Das äulsere Produkt dreier einfachen 
Punkte ändert seinen Wert nicht, wenn man 
den dritten Faktor parallel zur Verbindungslinie 
der beiden ersten verschiebt.‘ 


e_____e=e+n(b-a) 


Diese Eigenschaft kommt z. B. der Fläche 
des Parallelogramms zu, welches die Linien «b 
und be zu Seiten hat (vgl. Fig. 20)*). 

Unterwirft man jetzt auch den zweiten 
Faktor des so umgewandelten Produktes einer 
solchen „speziellen linealen Änderung“, so er- 
hält man 


a B 
Fig. 20. 


d = [abe] = [abe,] = [a(b + plc — a] = [ed; ci], 
wo wieder die Abkürzung eingeführt ist 
b,=b-+H plc — a). 





Dann stimmt auch hier wie- 
derum das mit dem neuen Pro- 
dukt [ad,e,] verknüpfte Paralle- 
logramm «ab,, bc, : mit dem 
Parallelogramme ab, be nach 
Grölse und Sinn überein (vgl. 
Kız=21). 

Durch wiederholte Anwen- 
dung spezieller linealer Ände- 
rungen auf die beiden letzten 
Faktoren kann man aber aus 
dem Parallelogramme ab, be überhaupt jedes Parallelogramm herstellen, welches die Ecke «a 
enthält, in der Ebene abe liegt und mit dem Parallelogramme «ab, be die Grölse und den 
Sinn gemein hat. Aber auch der bisher festgehaltene Eckpunkt «@ läfst sich noch ganz 
beliebig innerhalb der Ebene abe variieren; denn man kann in dem Produkte [ad,ec,] auch 
noch den ersten Faktor « in ganz entsprechender Weise verändern. Man erhält dann 


ö = [abe] = [ab, «,] = [e + (ld — a))b, a] = Tu bi ci], 





wo wieder 

a, =a+glb —&c) 
gesetzt ist. Hier ist dann in der That der neue Eckpunkt a, ein ganz beliebiger Punkt 
der Ebene abe; denn wegen der Willkürlichkeit der Zahlfaktoren ı und p ist die Richtung 
der Strecke 5, —e,, d.h. die Verschiebungsrichtung des Punktes @ innerhalb der Ebene abe 





*) Warum hier das Parallelogramm bevorzugt wird, und nicht das Dreieck abe, welches dieselbe 
Eigenschaft besitzt, findet seine Erklärung weiter unten. 
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vollkommen willkürlich und wegen der Willkürlichkeit von q auch die Gröfse seiner 
Verschiebung; zugleich bleibt wiederum die Grölse und der Sinn des Parallelogramms der 
drei Punkte unverändert. Hat man so den Anfangspunkt « des Parallelogramms nach 
einem beliebigen Punkte der Ebene abe verlegt, so kann man schlielslich wieder durch 
lineale Änderung der beiden letzten Faktoren dem Parallelogramme jede beliebige Form 
verleihen. 

Die gesuchte geometrische Grölse, welche durch das Produkt d — [abe] dargestellt 
wird, ist also ein Parallelogramm, welches mit dem Parallelogramme ab, be nach Gröfse, 
Sinn und Lage seiner Ebene übereinstimmt, welches aber innerhalb dieser Ebene seine 
Lage und Form beliebig verändern kann. Ein solches Parallelogramm müssen wir zum 
Unterschiede von dem Felde, an welchem nur die Stellung seiner Ebene, nicht aber diese 
Ebene selbst festgehalten wurde, mit einem besonderen Namen belegen, wir wollen es ein 
„Blatt“*) nennen und verstehen dann also unter dem Produkte d = [abe] geradezu das 
durch die drei Punkte @, b, ce bestimmte Blatt, d.h. ein Parallelogramm von beliebiger 
Form, welches mit dem Parallelogramme ab, be nach Gröfse und Sinn übereinstimmt und 
in der Ebene der drei Punkte a, db, c, aber auch nur in dieser, verschiebbar ist. 


/u dem durch die drei Punkte a, b, e bestimm- 


r ten Felde [(» —a)(e— b)], oder dem gleich grolsen 
Felde [(b — a)(e —a)] (vgl. Fig. 22) steht das Blatt [abe] 
geometrisch in derselben Beziehung wie der Stab [ab] 
5 zur Strecke b—a. Denn während die Strecke b— a 
er = parallel zu sich beliebig verschoben werden kann, ge- 
8.22. 


stattet der Stab [ab] nur noch eine Verlegung in seiner 
eigenen Linie, und, während das Feld |(d —a)(e— a)] aus seiner Ebene parallel zu sich 
beliebig verlegt werden darf, bleibt das Blatt [abe] an seine Ebene gefesselt. Aber auch 
analytisch findet sich zwischen Blatt und Feld derselbe Zusammenhang wie zwischen Stab 
und Strecke; denn es wird nach dem Satze von der linealen Änderung 
la(d — ale —a)] = [abe] und 
60)... 2... [e@e+ mb — a) + (ce — a))(b — a)(c — a)| = [abe] 

d.h. das Blatt [abe] läfst sich aus dem zugehörigen Felde [(b —a)(ce-——a)| dadurch ableiten, 
dafs man dieses mit einem beliebigen Punkte der Ebene des Blattes [abe] äufserlich vor- 
multipliziert (oder auch nachmultipliziert, vgl. S. 16), was der obigen Beziehung zwischen 
Stab und Strecke genau entspricht. 











Dieser Zusammenhang zwischen Blatt und Feld enthält zugleich den Grund dafür, 
dafs oben bei der Einführung des Produktes dreier einfachen Punkte a, b, ce als sein ge0- 
metrisches Abbild nicht das durch sie bestimmte Dreieck abe, sondern das Parallelogramm 
ab, be gewählt wurde. Hätte man nämlich damals das Dreieck abe bevorzugt, so würde 
die Multiplikation eines Feldes mit einem einfachen Punkte eine andere Bedeutung ge- 
wonnen haben: sie würde nicht nur eine Fesselung des Feldes an die durch seine Stellung 
und jenen Punkt bestimmte Ebene bewirkt, sondern zugleich noch seine Grölse auf die 
Hälfte herabgedrückt haben, was unnötig verwickelt erscheint. 





*) Mein Vater benutzt den Ausdruck „Flächenteil“, H. Hankel die Bezeichnung „Ebenenstück“. 
Vgl. die Anm. auf 8.7. 
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Durch die gewonnene geometrische Deutung des dreifaktorigen Produktes erhalten 
endlich auch die oben für das dreifaktorige Produkt entwickelten Formeln einen geome- 
trischen Sinn. Die Formel der Distributivität: 

Sa nee labler. A) [abe] [aba] 
nimmt, wenn man wieder wie oben c-+d= 2m setzt, die Gestalt an 

2[abm] — [abe] + [aba] 
und läfst sich in dieser Form, falls die vier 
Punkte a, b, c, d einer Ebene angehören, 
sofort geometrisch erhärten (vgl. Fig. 23 und 
oben Fig. 18). Ist diese Bedingung nicht er- 
füllt, so giebt die Formel die Erklärung für 
die Summe zweier Blätter, deren Ebenen sich 
schneiden. 
Die Formel der Assoziativität 

49) 2 .22..[a(de)] = [abe] 
liefert zusammen mit den Formeln 56) für die 
Verstellbarkeit der Faktoren eines dreifaktorigen 
Produktes die Vertauschungsformel für das 
Produkt aus Punkt und Stab. Denn ist a ein 
Punkt und B= [be] ein Stab, so wird 

aB]= [a(be)| = [abe] = [Bea] = [(de)a] = [Ba], 

d.h. es ergiebt sich die Formel 

BREI er en en laß = 1|Ba] 
und damit der Satz: 

Die Faktoren eines äufseren Produktes aus Punkt und Stab sind ohne 
Zeichenwechsel vertauschbar. 

Durch Verknüpfung der Formeln für die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors bei 
zwei- und dreifaktorigen Produkten beweist man ferner unter gleichzeitiger Benutzung von 
49) die entsprechenden Formeln für Produkte aus Punkt und Stab, nämlich die Formeln 
fle-nB]= n[aB] (Ina: B|= n[aB] 

\nB-a]l = n[Ba). U[2- na] = n[Ba). 
In der That wird, wenn man wieder = [be] setzt, 

[a nB] = [a n(be)] = [and - Q)| = [alnb)e] = n[abe) = n[a(be)] = n[aB]. 

Die zweite Formel läfst sich mit Hülfe von 61) aus der eben bewiesenen ableiten. Die 
beiden letzten Formeln ergeben sich ohne Weiteres aus 53), und zwar die dritte wieder 
unter Benutzung von 49). 

Die aus den Grundformeln 54) entspringende Formel 

DE a u ee mlobipa-# ab)|=:d, 
nach welcher das äufsere Produkt dreier in gerader u 
Linie liegenden Punkte verschwindet (vgl. Fig. 24), ” 
drückt wieder, wie oben die Streckenformel 25), die geome- 
trisch selbstverständliche Thatsache aus, dals ein Parallelogramm, von welchem drei Ecken 
in dieselbe gerade Linie fallen, den Flächeninhalt Null besitzt. Setzt man in ihr noch 
Dee 5... Wege naeh] = Cu sr und 


tale 0 ee Sen 











Fig. 23. 


co 


62) 


b  yaryb 


© 
Fig. 24 
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so verwandelt sie sich in die Gleichung 


a a 
0 g welche aussagt (vgl. Fig. 25): 
ee Por Das äufsere Produkt aus einem Stabe und einem 
Fig. 25. auf seiner Linie liegenden Punkte ist null. 
Übrigens kann hier der Punkt e auch durch eine Strecke vertreten werden, welche 
die Richtung des Stabes hat. Denn wählt man in 63) p—= —q, so erhält man die Spe- 
zialformel 
a) ii! 

für die man, wenn man noch 
68) een tann glb ae Kr setzt, -auch:schreibengkann 
BI Ei a A ee ae ie Ck=0,.dH 


Das äufsere Produkt aus einem Stab und einer ihm parallelen Strecke 
verschwindet. 

Endlich kann man in der Formel 63) auch die beiden Punkte @ und 5 durch 
Strecken ersetzen und erhält dann die Formel 

710) 00500 Me en eye 

Sind in ihr g und %k zwei ganz beliebige Strecken, so stellt die Summe pg + gq% eine dritte 
Strecke dar, welche der durch g und % bestimmten Ebene parallel läuft, im übrigen aber 
ganz willkürlich ist. Die Formel 70) enthält daher den Satz: 

Das äufsere Produkt dreier Strecken, welche derselben Ebene parallel 
laufen, ist null. | 


Dritter Abschnitt. 


Progressive und regressive Multiplikation. Das planimetrische Produkt. 


Beschränkt man die Untersuchung, wie es im Folgenden geschehen soll, auf Figuren 
einer Ebene, so verschwindet die geometrische Verschiedenheit zwischen Feld und Blatt, 
und beide Gröfsen bleiben nur noch formal verschieden. Diese Beschränkung führt dann 
zugleich eine wesentliche Vereinfachung in der analytischen Auffassung des Blattes herbei, 
welche dieses zum Stabe und zur Strecke in einen gewissen Gegensatz bringt. Während 
nämlich beispielsweise zum Begriff des Stabes neben der Gröfse und dem Sinn auch noch 
ein die Lage in der Ebene bezeichnendes Attribut gehörte, fällt ein solches in der Geo- 
metrie der Ebene bei dem Blatte fort; denn es erscheinen alle Blätter der Ebene als 
gleichartige Gröfsen und können daher wie gleichbenannte Zahlen behandelt werden. Legt 

man als Einheit der Blätter ein beliebiges Mals, etwa das gem, zu Grunde und 

weist zugleich dieser Einheit einen bestimmten Sinn zu (vgl. Fig. 26), so lälst sich 

jedes beliebige Blatt d durch eine unbenannte Zahl darstellen, welche angiebt, 

> wie viele solcher Einheiten das Blatt d enthält, und welche positiv oder negativ 

Fig. 26. zu nehmen ist, je nachdem das Blatt d in demselben oder in entgegengesetztem 
Sinne umlaufen wird wie das Einheitsblatt. 

Man bezeichne ferner drei Ecken des Einheitsquadrates, aufgefafst als einfache Punkte, 
mit C,, &, €; und gebe ihnen dabei noch eine solche Anordnung, dafs die Stäbe [e;c;] 
und [e,e,| zwei anstolsende Seiten des Quadrates werden und aufserdem das Produkt 











)* 








H. Gralsmann, Punktrechnung und projektive Geometrie. 21 





71) . A . . . . . . . . [ei6sc;] =, - 1 
wird (vgl. Fig. 27); endlich setze man noch die Strecken 
ß C 
a—g—t 2 
72) | 5 nn ; 
Ta Ca == 19. 2 
Dann wird De mc 
1 
3 . 1=-l[a%&] = [ec — 8). — %)&5] = [üa%%] = [54%] = I al. e 


Fig. 27. 
Man hat also durch die obige Wahl der Blatteinheit zugleich auch über das 


Produkt aus dem einfachen Punkte c, und dem Felde [%,:,] verfügt. Es ist aber klar, 


‘dafs man, nachdem das Blatt [e, - 2%] = 1 gesetzt ist, nicht etwa gleichzeitig auch das 


mit der Blatteinheit gleich grofse Feld [2,,|] der Zahleinheit gleich setzen darf. Zwar er- 
scheinen bei der Beschränkung der Betrachtung auf die Ebene auch die Felder als gleich- 
benannte Gröfsen; aber ihre Einheit darf man nicht als eine blofse Zahl auffassen wollen, 
da die Multiplikation mit ihr den Punkt c, und überhaupt jeden beliebigen Punkt in eine 
Grölse ganz anderer Art, nämlich in eine Zahl, verwandelt. Man muls daher für die Ein- 
heit der Felder ein besonderes Zeichen einführen. Es sei etwa das Feld 


EN ER A IE PN 
gesetzt und als Einheitsfeld bezeichnet. Dann wird für jeden einfachen Punkt « 
er ee de] ee el, 


d.h. die Multiplikation mit dem Einheitsfelde J verwandelt jeden einfachen 
Punkt in die Zahleinheit. 

Die obige Verfügung über die Blatteinheit führt hinüber zu einer neuen Art der 
Multiplikation. Bei allen bisher betrachteten Produktbildungen war die Stufensumme der 
beiden Faktoren, d.h. die Anzahl der in beiden Faktoren zusammen auftretenden Punkt- 
(oder Strecken-) Faktoren, höchstens = 3 angenommen. Es bleibt aber noch die Frage zu 
erledigen, ob sich vielleicht auch dem 4- oder 5-stufigen Produkte z. B. dem Produkte 
zweier Stäbe oder dem Produkte eines Blattes und eines Punktes oder endlich dem Pro- 
dukte eines Blattes und eines Stabes ein Sinn unterlegen läfst. Versucht man zunächst 
das durch fortschreitende Aneinanderkettung von vier Punktfaktoren gebildete Produkt oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, das Produkt aus einem Blatte und einem Punkte, auf Grund 
der Forderung zu definieren, dafs für dieses Produkt die Gesetze der äulseren Multipli- 
kation möglichst erhalten bleiben sollen, so stölst man sogleich auf eine Schwierigkeit. 
Nach Analogie der Produkte von weniger als vier Faktoren würde man nämlich das Produkt 
labe(pa +gb -+re)| gleich Null zu setzen haben. Indes erscheint dies 

erstens für die weitere Entwickelung unserer Methoden wenig förderlich, da 
dann überhaupt jedes vierfaktorige Produkt verschwinden würde, insofern sich jeder belie- 
bige Punkt d der Ebene als Vielfachensumme von drei nicht in gerader Linie liegenden 
Punkten a, b, e, d.h. in der Form 

d=pa+yb-+re, 
darstellen läfst. 

Zweitens aber haben wir auch bei der Begriffsbestimmung gerade dieser Art von 
4-stufigen Produkten gar nicht mehr freie Hand, sondern sind bereits durch eine frühere 
Festsetzung gebunden. In dem Produkte 


[abe(pa + gb +re)| = [abed] = [[abe]d] 
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ist nämlich der Entwickelung auf S. 20 zufolge der Blattfaktor [abe] als eine blofse Zahl 
aufzufassen. Ist daher ın der Zahlwert des Produktes [abe], so erscheint es geboten, unter 
dem Produkte 
10), Ma. 0.0. 2 jaseal= abeja) nd) 
nichts anderes zu verstehen als das n-fache des Punktes d, und man erhält daher, wenn 
man noch beachtet, dafs die Stellung eines Zahlfaktors willkürlich ist, die Definitionsgleichung 
Ian nenn eelabear- 1ab2 001020 

Das durch fortschreitendes Aneinanderketten von vier Punktfaktoren entstehende 

Produkt ist also selbst wieder ein Punkt, und es liegt nahe, diese Beziehung zu verallgemei- 

nern und z. B. auch unter dem Produkte zweier Stäbe einen Punkt, naturgemäfs den 

Schnittpunkt ihrer Geraden zu verstehen. Hierbei kann man dann über die Masse 

des so als Produkt dargestellten Schnittpunktes noch nach Willkür verfügen und wird sich 

dabei am besten das Ziel stecken, die Wahl so zu treffen, dals die Rechengesetze für die 

neue Art der Multiplikation möglichst einfach werden. Dies wird um so notwendiger, als 

für die neue Produktbildung nicht einmal mehr das assoziative 

Gesetz volle Gültigkeit hatte In der That wird keineswegs 

lab: cd] = [abe:d] gesetzt werden dürfen; denn das rechte Pro- 

dukt bedeutet nach Obigem ein Vielfaches des Punktes d, während 

das linke nach der soeben gegebenen Erklärung den Schnittpunkt e 

5 der beiden Stäbe [a5] und [ed] darstellen soll (vgl. Fig. 28). Auch 

sieht man sofort, dafs es gar nicht möglich ist, das assoziative 

b Gesetz festzuhalten; denn jedenfalls muls das Produkt [ab- cd] 

seinen Wert bewahren, wenn man mit den Punktfaktoren « und b, 

c und d Änderungen vornimmt, welche die Stabfaktoren [ab] und 

d |ed| invariant lassen, wenn man also z. B. die Faktoren ce und d 

des zweiten Stabes durch die Punkte ce, und d, ersetzt, welche aus 

c und d durch Verschiebung des Stabes [ed] in seiner eigenen Linie hervorgehen, d.h. es 
muls sicher die Gleichung gelten 


e 


Fig. 28. 


[ab cd] = [ab- cd]. 
Wollte man nun ganz allgemein das assoziative Gesetz bestehen lassen, so würde auch 
lab: cd] = [abe]d = [abe;]d, 

gesetzt werden müssen, d.h. das Produkt [ab . cd] würde, da der Punkt d, in der Geraden 
des Stabes [ed] beliebig angenommen werden kann, jedem beliebigen Punkte der Geraden cd 
gleich werden und also unendlich vieldeutig sein. Wir müssen daher bei Produkten von 
der Form [ab - cd] auf das Fortbestehen des assoziativen Gesetzes verzichten, und haben 
demgemäls die Aufgabe, wenigstens die übrigen Gesetze der neuen Produktbildung durch 
passende Wahl der Masse des Produktpunktes thunlichst einfach zu gestalten. 

Da sich zwei Stäbe einer Ebene wegen ihrer Verschiebbarkeit in der eigenen Linie 
stets als Produkte darstellen lassen, deren erster Faktor ihr Schnittpunkt @ ist, so wird es 
vor allem darauf ankommen, ein Produkt von der Form 

lab: ac] 
zu definieren. Man weils bereits, dafs das Produkt ein Vielfaches des Punktes « bedeuten 
soll, und es erscheint daher am natürlichsten, die Definitionsgleichung aufzustellen 
WB)... „0 m. 2 We zereesterbald, 
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also unter dem Produkt zweier Stäbe ihren Schnittpunkt zu verstehen, belastet 
mit der Flächenzahl desjenigen Blattes, welches die beiden Stäbe bestimmen, 
wenn man sie nach ihrem Schnittpunkte verschiebt. 

Da die durch diese Gleichung definierte Art der Multiplikation von Gröfsen höherer 
Stufe (Stäben) zu Gröfsen niederer Stufe (Punkten) zurückführt, so möge sie den Namen 
„regressive Multiplikation‘ erhalten, im Gegensatze zur äulseren Multiplikation, welche 
aus Gebilden niederer Stufe (Punkten und Strecken) Gebilde höherer Stufe (Stäbe, Felder, 
Blätter) erzeugte und in diesem Sinne auch als „progressive Multiplikation“ be- 
zeichnet wird. 

Es bleibt aber jetzt noch der Nachweis zu erbringen, dafs die neue Verknüpfung 
überhaupt als Multiplikation aufgefalst werden darf. Dazu hat man insbesondere zu zeigen, 
dafs die Verknüpfung dem Gesetze der Distributivität unterliegt, dals sie also den Glei- 
chungen genügt 

CR>) PS re N ER Ta LE: Dir, = 
80) 


)2]= [4,2]+ [4,B]' und 








Fig. 29. 


Um dies darzuthun, setze man noch 
Ol)e er rA Ae 
(vgl. Fig. 29) und bezeichne die drei einfachen Punkte, in denen die drei Stäbe A, A,, As 
von dem Stabe B geschnitten werden, mit c, c, &; ferner die Strecken der vier Stäbe’ 
A, 4,,4A, und”B mit, &,,%, und %, wo dann wieder 


5 
Z 


SE 
wird. Dann läfst sich die zunächst zu beweisende Gleichung 81) in der Form schreiben 
er N ie, Bl [AH 
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oder, wenn man die. vier Stäbe A, A,, A, und BD als Produkte aus den auf ihnen liegen- 
den einfachen Punkten e, e,, €, und den Stabstrecken ?, ?,, 2, und % darstellt, in der Form 
3) 2.25 wu. on .. feeckh = are Danzer. 
Nach der Erklärungsformel 78) des regressiven Produktes läfst sich aber diese Gleichung 
ersetzen durch die neue Gleichung 
85), een ne hlekle aka ler). 
deren Richtigkeit somit jetzt zu prüfen ist. 

Die Gleichung sagt aus, dals der mit der Masse |er%] belastete Punkt e der Schwer- 
punkt der beiden mit den Massen [e,,%] und [e,,%] beschwerten Punkte ec, und c, sei. 
Man hat also zu zeigen, dals 

erstens der Massenfaktor des Punktes ce gleich der Massensumme der Summanden 
ist, d.h. dafs die Gleichung besteht 

el el een, lan. 

zweitens, dafs sich die Abstände des Punktes e von den Punkten ec, und c, um- 
gekehrt wie die Massenfaktoren [e,2,%] und [e,2,%] dieser Punkte verhalten. 

Die Massengleichung 86) folgt nun aber sofort aus der Gleichung 82), wenn man 
diese zunächst mit der Strecke % multipliziert, wodurch die Feldgleichung hervorgeht 

Sb ak lien, 
und dann die Felder [?k], [%%], [%%] durch die gleich grofßsen Blätter [eek], [4% %], 
[6,t, k] ersetzt. 

Dafs aber auch zweitens der Punkt e die Linie e,c, im umgekehrten Verhältnisse 
der Blätter [e,2,%] und [e,°,%k], oder was bei der Gleichheit ihrer Grundseiten auf dasselbe 
hinauskommt, im umgekehrten Verhältnisse der zugehörigen Blatthöhen teilt, 
ergiebt sich sogleich, wenn man noch durch die vierte Ecke d des durch die Stäbe A, 
und A, bestimmten Parallelogramms die Parallele zur Linie e,c, zieht bis zu den Schnitt- 
punkten d, und d, mit den Stäben A, und A,. Dann stimmen die Höhen der entstehen- 
den Dreiecke mit den Höhen der jedesmal nicht anliegenden Blätter überein. Da aber 
die beiden Dreiecke ähnlich sind, verhalten sich ihre Grundseiten wie ihre Höhen, oder 
also nach Obigem umgekehrt wie die Höhen der anliegenden Blätter, d. h. der 
Punkt d teilt die Linie d,d, im umgekehrten Verhältnis der beiden Blatthöhen. In dem- 
selben Verhältnis teilt aber auch der Punkt ce die Linie c, c,. 

Damit ist aber die Gültigkeit der ersten Distributivitätsformel 79) bewiesen. Um 
auch die zweite Formel 80) zu entwickeln, leite man zunächst aus der Definitionsgleichung 78) 
die Vertauschungsformel für Stäbe ab. Es seien B=[ab] und O= [ac] zwei beliebige 
Stäbe; dann wird ihr Produkt 

OB] = [ee ab] = [ach])a = —[abe]la = — [ab - ac) = — [BC], 
d.h. man erhält die Gleichung i 
BB) rn re LOB [EOeerelcherbesurt: 

Zwei Stabfaktoren sind (gerade so wie zwei Punktfaktoren) nur mit Zeichen- 
wechsel vertauschbar. 

Diese Gleichung ergiebt dann in der That die zweite Distributivitätsformel 80) als 
unmittelbare Folge der ersten. 

Durch dieselben Schlüsse wie oben auf 8.7 folgt ferner. aus den Gleichungen 79) 
und 80) das Bestehen der entsprechenden Differenzgleichungen 
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[(AA—4)B] = [A B]—[4, B] 
Ba, —4y]= [BA] [BA], 
sowie der Gleichungen für die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors 

(nA: 5]=n[AB] 

\[B-nA] = n[BA]. 
Die letzten Gleichungen aber ermöglichen es wieder, der Definitionsgleichung 78) 
des regressiven Produktes noch zwei andere Formen zu verleihen. Stellt man nämlich in 
den Produkten [ab] und [abe] der Gleichung 78) die Faktoren « und 5 um, so ändert 
sowohl die linke wie die rechte Seite ihr Zeichen, die Gleichung bleibt also bestehen, und 


59) 


90) 


man erhält 
ba - ac) = |bac]a; 
und vertauscht man jetzt wieder in den Produkten [ae] und [bac] die Faktoren @ und e, 
so ergiebt sich die neue Gleichung 
[da - ca] = |bea]a. 
Schliefslich kann man dann noch in den beiden letzten Formeln die Bezeichnung so ändern, 
dafs rechter Hand jedesmal wieder, wie in 78), das Produkt [abe] auftritt, und bekommt 
so die beiden Formeln 
De rl een labebe) = [&bo]d 
See Nlacrocl==labele, 
welche mit der Erklärungsformel 78) durchaus gleichwertig sind. 

Die Vertauschungsformel 88) führt aber ferner noch bei der Anwendung auf zwei 
gleiche Faktoren zu einer Stabformel, welche der Grundformel 19) der äufseren Multiplikation 
genau entspricht und daher die Grundformel der regressiven Multiplikation heifsen 
mag. Setzt man nämlich in der Formel 88) den Stab U — B, so nimmt sie die Gestalt an 

[BB]= —[BB] oder 
2[5BB]=0 oder endlich 
Ve en Dil. 

Diese Grundformel der regressiven Multiplikation zeigt, dafs auch das (regres- 
sive) Produkt zweier Stäbe nicht nur verschwindet, wenn ein Faktor null ist, 
sondern auch, wenn seine beiden Faktoren einander gleich werden. 

Die Übereinstimmung in den beiden Grundformeln bedingt es, dafs zwischen dem 
(regressiven) Produkt zweier Stäbe und dem (progressiven) Produkt zweier Punkte eine voll- 
kommene Dualität herrscht, und dafs insbesondere sämtliche oben für Produkte zweier 
Punkte abgeleitete Formeln erhalten bleiben, wenn man in ihnen die Punkte durch Stäbe 
ersetzt. So folgt wieder aus 93) mit Rücksicht auf 90) die allgemeinere Formel 

De [BB ]je.02 welche. den ‚Satz enthält: 

Das Produkt zweier Stäbe, welche derselben geraden Linie angehören, 
verschwindet. 

Nach dem distributiven Gesetze ergiebt sich ferner aus 94) wieder die Formel der 
linealen Änderung 

See. (ee AB) Bl TAB) 
welche, wie das distrubutive Gesetz 78) überhaupt, eine Lagen- und eine Grölsenbeziehung 
ausdrückt; 
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Fig. 30. 


erstens nämlich sagt sie aus, dafs die beiden Stäbe 
A und A--nB von dem Stabe B in dem nämlichen Punkte 
geschnitten werden 

zweitens aber enthält sie den Satz: 

„Parallelogramme, welche zwischen Parallelen liegen 
und gleiche Grundlinien haben, sind einander gleich‘ 
(vel. Fig. 30). 

Es ist aber von besonderem Interesse, dals die Dua- 
lität zwischen Punkt- und Stabprodukten auch erhalten bleibt, 
wenn man zu dreifaktorigen Stabprodukten übergeht. Für 
solche Produkte bedarf es nicht mehr einer neuen Begriffs- 
bestimmung. Denn, da das zweifaktorige Stabprodukt einen 
Punkt darstellt, so ist das dreifaktorige Stabprodukt das 
Produkt eines Punktes und eines Stabes, d. h. also ein 
Blatt, und wird daher gerade so wie das Produkt dreier 
Punkte durch eine blofse Zahl ausgedrückt, womit die 
Dualität bereits nach einer Richtung hin erwiesen ist. 
Um aber auch die Übereinstimmung in den Rechen- 
gesetzen der dreifaktorigen Stab- und Punktprodukte dar- 
zulegen, hat man zu zeigen, dals auch das Produkt dreier 


Stäbe distributiv und associativ ist, dafs also die Gleichungen bestehen 


97) 


96) en ES AB BD = AB AR Dgennd 


[A(BO)]=[ABC). 


Zum Beweise der Distributivitätsformel führe man alles auf Punkte zurück; man 


setze daher etwa das Produkt 
98) 


[A b| =H 


wo dann also _p den (mit einer gewissen Masse belasteten) Schnittpunkt der Stäbe A und B 
bedeutet, und stelle die Stäbe CO und D als Produkte dar, deren erster Faktor ihr Schnitt- 


punkt g ist, setze somit 


Dr ea Bere wunde)e d, Dann wird 
|IAB(C+ D)|=[p(ge+ gd)| oder nach 15) 


b 
Ana O=r [nd] 
C 
B=q La 


ı 


[p:qg(e+d),, d.h. nach 49) 
[Ipg(e-+ d)|, also nach 48) 
— [pge] + [pg@], dies wieder nach 49) 
—[p:ge]+ [p: ga], oder nach 99) 
— [pC]+|pD], und dies endlich nach 98) 
= [ABC] + [ABD). 
Beim Beweise der Formel 97) verfahre man entspre- 
chend; man bezeichne die Schnittpunkte der Stäbe 
Bund QO, C und A, A und B 
mit a, b, 


Bi 


1 65 

dann lassen sich die drei Stäbe in der Form darstellen 
100) A= xlhel, B= glca], C=tlab] 

(vgl. Fig. 31), und es wird 
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[A(B0)] = [p[be](glee] - x[ed])] oder nach 90) 
— |p[be](gr[ea -ab])|, also nach 91) 
—= [p[bel(gqr : [eab]a)| oder nach 18) 
— [(pb)e(gr- [cabja)]| oder nach 53), da auch [eab]| 
eine Zahl ist, 
— pgr[eab][bea], also nach 56) 
Bye a Be] gehe: 
Andererseits wird 
el =.((4B)C] 


(plde] - glea]) -r[ad]]| oder nach 90) 
(palde-ea])-v[ab]|, also nach 91) 

(pgq - [beale) -v[ab]|, oder nach 18) 

(pq - |beale)- [va b]| oder nach 49) 
@g-|beale)-vae-5b], d.h. nach 53), da auch 


| 


| 


I 


| 


| 
-T 
| 
| 
| 


|dea| eine Zahl ist, 
— pgr[beal[eab]|, also nach 56) 
a . [420] = parlebel?, 
d.h. man erhält ae Ausdruck wie für die linke Seite. 

Damit hat man also wirklich auch die Formeln 48) und 49) dual übertragen. Aus 
ihnen aber und den Formeln für zweifaktorige Punktprodukte, deren Dualformeln bereits ' 
oben entwickelt sind, wurden sämtliche weiteren Formeln für dreifaktorige Punktprodukte 
abgeleitet. 

Alle diese Formeln bleiben daher bestehen, wenn man in ihnen die Punkte durch 
Stäbe, d.h. die kleinen lateinischen Buchstaben durch grolse ersetzt. Dies gilt insbesondere 
von den Formeln 50) bis 57), sowie endlich auch noch von der Formel 63), welche bei 
dieser Umwandlung in die Gleichung übergeht 

I EBENE TABPBALHDN- 

Sie enthält den Satz: 

Das Produkt dreier Stäbe, deren Linien sich in dem nämlichen Punkte 
schneiden, verschwindet. 

Zur Vervollständigung der dualen Beziehung zwischen Punkt- und Stabgröfsen ist 
endlich noch der Nachweis nötig, dals auch die Grundformeln 78), 91) und 92) eine Er- 
setzung der Punkte durch Stäbe gestatten, dals also auch die Formeln gelten 


DaB Ach TABOJA, 
Den 502, TAB-BOJSTABOE, 
ABC [ABOIG 


Um die Ben von diesen drei Formeln zu beweisen, benutze man wieder für die 
drei Stäbe A, B, C die Darstellung 100. Dann erhält man für die linke Seite der 
Gleichung 104) 

[AB- AQ] = [(p[de] - qlea])(p[de] - r[ad])], also nach 90) 
= [(pg[de - cal)(pr[de-ab])| oder, da 
[be-ca]l=|[bea]le nach 91), und dies 
—=[abe]le nach 56), und ferner 
[be-ab|= —[be: bal nach 21) und 90), 
—[bca]lb nach 78), 


| 
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— —[abe]b nach 56), so wird 
[AB:- AC] = [(pq - [abe]e\(pr - (—[ebe])d)], d.h. nach 18) 
—p’gt[abe]’[ed] oder nach 21) 
p’grjabe] [de], also mit Rücksicht auf 102) 
[ABC]-p[del, d.h. nach 100) 
[AB- A0] = [AB 0]A4. 

Die beiden anderen Formeln 105) und 106) endlich ergeben sich, genau wie oben 
die entsprechenden Punktformeln, aus der Hauptformel 104) und zwar unter Anwendung 
der Gleichungen 21), 18) und 55). 

Damit ist die Dualität zwischen Stab- und Punktprodukten für sämtliche oben ent- 
wickelten Formeln bewiesen, die beiden betrachteten Multiplikationsarten, die progressive 


| 


| 


| 


und die regressive Multiplikation stimmen somit — bei aller ihrer begrifflichen Ver- 
schiedenheit — in ihren formalen Gesetzen durchaus miteinander überein. Um dieser 


Thatsache noch einen besonders scharfen Ausdruck zu verleihen, hat man auch wohl beide 
Multiplikationsarten unter einem gemeinsamen Namen, nämlich als „planimetrische 
Multiplikation“ zusammengefalst. Der enge Zusammenhang beider Multiplikationsarten 
wird sich späterhin dadurch besonders nützlich erweisen, dafs er es ermöglicht, aus den 
geometrischen Beziehungen zwischen Punkten solche zwischen Stäben analytisch durch eine 
blofse Buchstabenvertauschung abzuleiten. 


(Fortsetzung folgt.) 





Halle a. S., Buchdruckerei des Waisenhauses. 
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Vierter Abschnitt*). 


Das Vereinungsgesetz. Die Zurückleitung eines Punktes und eines Stabes. 
Die im letzten Abschnitte entwickelten Grundformeln der planimetrischen Multipli- 
kation lassen sich noch auf eine andere Form bringen, in der sie für die analytische Be- 
handlung der Projektion eines Punktes und eines Stabes besonders geeignet sind. Führt 
man nämlich in den beiden sich dualistisch entsprechenden Formeln 
Dee rnlabzbrelm=|a,de}b:. und 
Dei B0l= [AB0]2, 
in denen wie bisher die kleinen Buchstaben Punkte, die grofsen aber Stäbe bezeichnen, _ 
für die beiden Produkte [ab] und [AB] kurze Bezeichnungen ein, setzt also etwa 


ee er Tab —=.4A; und 
DS eva ABl u, 

so nehmen jene beiden Formeln die Gestalt an 
Deere Aebeoi=|Ae]b und 
Besser 722... 7a bC]=[0C]B. 


Diese Formeln sind damit freilich nur unter gewissen Voraussetzungen über die in ihnen 
vorkommenden Gröfsen A und a bewiesen, die Formel 109) nämlich unter der Voraus- 
setzung, dals der Stab A sich auf die Form 107) bringen lasse, dals er also durch den 
Punkt 5 hindurchgehe, und die Formel 110) unter der Voraussetzung, dals der Punkt a 
sich in der Form [A5] darstellen lasse, dafs er also auf der Geraden des Stabes D liege. 

Aber es fragt sich noch, ob diese beiden Bedingungen für das Bestehen der Glei- 
chungen 109) und 110) auch erforderlich sind. 

Zunächst stellt die rechte Seite von 109), wie auch A beschaffen sein mag, den 
mit einem Zahlfaktor multiplizierten Punkt 5 dar. Die linke Seite dieser Gleichung kann 
aber, da das Produkt zweier Stäbe der Schnittpunkt ihrer Geraden ist, nur dann dieselbe 
Bedeutung besitzen, wenn die Gerade des Stabes A von der Geraden des Stabes [be] im 
Punkte 5 getroffen wird. 

Andererseits stellt die rechte Seite von 110) ein Vielfaches des Stabes D dar. Die 
linke Seite dieser Gleichung aber kann als Produkt zweier Punktfaktoren, von denen der 
eine [BC] ein Punkt der Geraden B ist, nur dann ein Vielfaches des Stabes D aus- 
drücken, wenn auch der andere Faktor «a in der Geraden des Stabes BD liegt. 





*) Die drei ersten Abschnitte der vorliegenden Arbeit bilden einen Beitrag für die Festschrift der 
Lateinischen Hauptschule zur zweihundertjährigen Jubelfeier der Universität Halle-Wittenberg (Halle, 1894) 
mit dem Titel: Punktrechnung und projektive Geometrie. Erster Teil: Punktrechnung. 
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In beiden Fällen sind also die für das Bestehen der Gleichungen 109) und 110) 
angegebenen Bedingungen nicht nur hinreichend, sondern auch erforderlich. 

Man kann nun aber den beiden Formeln 109) und 110) noch zwei andere Formeln 
an die Seite stellen, die zu ihnen in Bezug auf die erste und dritte Grölse der linken 
Seite dual sind, Alien die Formeln 

111)" 207. 2 sehe ee oe allen) 

112), 5 ei Belichb: 
In diesen anlie rel die Ausdrücke in den scharfen Klammern als Produkte eines Punktes 
und eines Stabes blofse Zahlgröfsen. Für das Bestehen der beiden Formeln ist daher er- 
forderlich, dafs die Punkte « und 5b in der ersten Formel und die Stäbe A und Bin der 
zweiten sich von einander nur um einen Zahlfaktor unterscheiden, dafs also etwa 

re ee 

Ind ao BR Del 
sei, unter g und h zwei ZAHLAKETON en 

Die Gleichungen 113) und 114) sind aber für das Bestehen der Gleichungen 111) 
und 112) zugleich auch hinreichend. Denn wenn die Größen a und 5), A und B den 
Gleichungen 113) und 114) genügen, so ergeben sich die Formeln 111) und 112) unmittel- 
bar aus den Formeln 62), welche die Verstellbarkeit eines Zahlfaktors aussprechen. 

Schliefslich kann man noch die vier Formeln 109)— 112) und die Bedingungen, 
an die sie geknüpft sind, unter einem gemeinsamen Gesichtspunkte zusammenfassen. Dazu 
führe man noch den Begriff der Incidenz ein. 

Man nennt nämlich zwei Punkte incident, wenn sie denselben Ort haben, sich 
also höchstens durch ihre Masse unterscheiden; zwei Stäbe, wenn sie derselben Geraden 
angehören; endlich einen Punkt und einen Stab, wenn der Punkt auf der Geraden des 
Stabes liegt. 

Bezeichnet man ferner für den Augenblick die in den vier Formeln vorkommen- 
den Faktoren in derjenigen Reihenfolge, in der sie auf der linken Seite auftreten, mit I, 
I, III, so kann man die vier Formeln unter dem Typus zusammenfassen: 

a) ee a N SET ESTETLI IE TATHIRET 
Diese Formel ist gültig, sobald 

erstens die Stufensumme der beiden Faktoren I und III gleich drei ist, 
so dafs also ihr Produkt eine Zahl wird, und zugleich 

zweitens die Grölse II mit der Gröfse I incident ist. 

Die Formel 115) vertritt gleichsam das für die planimetrische Multiplikation nicht 
mehr allgemein gültige associative Gesetz”) und möge das Vereinungsgesetz der plani- 
metrischen Multiplikation genannt werden. 





Unter der Zurückleitung eines Punktes x auf den Stab A unter Ausschlufs des 
Punktes b (vgl. Fig. 32) soll derjenige Punkt % verstanden werden, der 
erstens der Geraden des Stabes A angehört, und der 
zweitens der Gleichung 
116)... 2. 200 22 ee er 





*) Vgl. jedoch die Formeln 49) und 97). 








> oe Vu u 2 2 Zu 


ia 
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genügt, in welcher der zweite Summand x einen mit dem Punkte 5 incidenten Punkt be- 
deutet, wo also 
KUSemT ee ne REN tb 
ist, unter f einen Zahlfaktor verstanden. Man kann dann die Gleichung 116) auch in der 
Form schreiben 
y+l=ı. 
Aus dieser Erklärung geht schon hervor, dafs die Zurückleitung % unabhängig sein wird 
von der Länge des Stabes A, auf den zurückgeleitet wird, und von der Masse des aus- 
geschlossenen Punktes b, dafs sie also nur abhängt von der Lage der Geraden des Stabes A 
und der Lage des Punktes b. Man nennt daher jene Gerade „das Grundgebiet der 
Zurückleitung“ und diesen Punkt, sofern an ihm nur seine Lage in Betracht gezogen 
wird, „das Leitgebiet der Zurückleitung“. Doch wird es keinen Verwechselungen 
Raum geben, wenn wir auch kurz von dem Grundgebiete A und dem Leitgebiete 5 sprechen 
(statt von dem Stabe A, der das Grundgebiet | 
bestimmt, u. s. w.). Je as 
Will man die Zurückleitung y durch 
die zurückgeleitete Gröfse x, das Grundgebiet 
A und das Leitgebiet b allein ausdrücken, Bo 
so multipliziere man die letzte Gleichung zu- 
erst planimetrisch mit dem Leitgebiete 5 und 
erhält wegen Gleichung 20) 
ybl = [ebl. 
Diese Gleichung multipliziere man dann plani- A 
metrisch mit dem Grundgebiete A und be- Yy 
kommt j Fig. 32. 
[4:yb] = [4: zb]. 
Auf die linke Seite dieser Gleichung läfst sich aber das Vereinungsgesetz anwenden (vgl. 
die Gl. 115 oder die besondere Gl. 109), dessen Bedingungen erfüllt sind, da nach der 
Voraussetzung y% auf der Geraden des Stabes A liegt. Nach ihm wird die linke Seite 
—=[Ab]y. Die Gleichung verwandelt sich daher in 
[Ably = [4-«b], 
und man erhält also für die Zurückleitung % die Darstellung 
[A xb] 
I Re tem 
Der in dieser Entwickelung verwendete Hülfspunkt x läfst sich ebenfalls als Zurück- 
leitung des Punktes « auffassen, nämlich als Zuräckleitung des Punktes x auf den Punkt b 
unter Ausschlufs des Stabes A. Denn es erscheint nur naturgemäßs, den auf 8. 32 auf- 
gestellten Begriff der Zurückleitung eines Punktes dualistisch in Bezug auf das Grundgebiet 
und Leitgebiet in der Weise zu erweitern, dafs man unter der Zurückleitung des Punktes x 
auf den Punkt 5b unter Ausschlufs des Stabes A denjenigen Punkt x versteht, der 
erstens mit dem Grundgebiete 5 ineident ist, und der 
zweitens der Gleichung 
DIDI SU. See .-y+z=% 
genügt, wo der andere Summand % dem Leitgebiete A angehört. Diese Bedingungen erfüllt 
aber gerade der schon oben benutzte Punkt x. 
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Die Zurückleitung x unterscheidet sich von der Zurückleitung y nur dadurch, dafs 
das Grundgebiet und das Leitgebiet mit einander vertauscht sind. Sie giebt ferner zu der 
Zurückleitung % addiert gerade die zurückgeleitete Grölßse © und möge daher die zu der 
Zurückleitung y ergänzende Zurückleitung genannt werden. 

Auch die Zurückleitung x lälst sich wieder durch die zurückgeleitete Gröfse x, 
das Grundgebiet 5 und das Leitgebiet A ausdrücken. In der That, multipliziert man die 
Gleichung 116) planimetrisch mit dem Leitgebiete A und berücksichtigt dabei, dals der 
Punkt y% der Geraden des Stabes A angehört, dafs also [yA]—=0 wird, so erhält man 

xA]= [24]; 
und multipliziert man diese Gleichung mit dem Grundgebiete b, so ergiebt sich 
b[%4]= bir] 
Wegen der Incidenz von x und 5 ist aber nach dem Vereinungsgesetz (Gl. 115, 111) die 
linke Seite dieser Gleichung =[b A]x. Die Gleichung verwandelt sich daher in 
5A] =b[xA], 
und man findet somit für x den Wert 
b[xA] 
a Men 

Setzt man schliefslich noch die Werte 118) und 119) in die Gleichung 116) ein 
und stellt zugleich im Nenner von 119) die Faktoren um, was nach 61) erlaubt ist, so 
erhält man für x die Zerlegungsformel 
|A-zb] + b[xA] 





Lo) u ee ee [Ab] 
Durch sie wird der Punkt x als die Summe zweier Punkte (gleichsam zweier Kompo- 
nenten) eh und Al dargestellt, von denen der eine in der Geraden des Stabes A 





[Ab] [#4] 
liegt, während der andere mit dem Punkte 5 zusammenfällt. 


Unter der Zurückleitung eines Stabes U auf einen Punkt a unter Ausschlufs eines 
Stabes B (vgl. Fig. 33) soll derjenige Stab. V verstanden werden, dessen Gerade 
erstens durch den Punkt a (das Grundgebiet) hindurchgeht, und der 
zweitens der Gleichung 
121) en re ea Ve 
genügt, in welcher der andere Summand W einen Stab bedeutet, der in der Geraden des 
Stabes BD (dem Leitgebiet) liegt und also in der Form 
122, REF TERN B 
darstellbar ist. 

Will man wieder die Zurückleitung V durch den zurückgeleiteten Stab U, das 
Grundgebiet « und das Leitgebiet BD ausdrücken, so multipliziere man die Gleichung 121) 
wie oben zuerst planimetrisch mit dem Leitgebiete B und berücksichtige dabei, dafs das 
Produkt [WB] wegen 122) verschwindet. So erhält man 

MB —[22]: 
Sodann multipliziere man diese Gleichung mit dem Grundgebiete a und findet 
[a- VBl= [a U B]: 
Da nun aber nach der Voraussetzung V mit a incident ist, so ist nach dem Vereinungs- 
gesetz (Gl. 115, 110) die linke Seite =[aB]V; die Gleichung geht daher über in 
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[B]|V=[e-UB], 
und man erhält für die Zurückleitung Y den Wert 
la: UB] 
He 
Der in dieser Entwickelung benutzte Huülfsstab W ist wieder die zu V ergänzende 
Zurückleitung von U, nämlich die Zurückleitung von U auf das Grundgebiet B unter 
Ausschlufs des Leitgebietes a. Denn er ist 
erstens mit dem Grundgebiete D dieser Zurückleitung incident und genügt 
zweitens der Gleichung 
EA Zr a W=D, 
wo der andere Summand V mit dem Leitgebiete « incident ist. 
Um den Stab Wdurch 
U, a und B auszudrücken, 
multipliziere man die Glei- 
chung 121) wie sonst zuerst 
planimetrisch mit dem Leit- 
gebiete @ und berücksichtige 
dabei, dals die Gerade des 
Stabes Y durch den Punkt a 
hindurchgeht, dafs also 
Fra 90 
ist (vgl. Gl. 66); man erhält 
daher 


123) 





[Wal=|Da]. 
Sodann multipliziere mit dem 
Grundgebiete B und findet Pie. .33. 

B[Wa| = B[Ua). 
Da nun aber nach der Voraussetzung die Stäbe B und W incident sind, so wird nach dem 
Vereinungsgesetz (Gl. 115, 112) die linke Seite = [Ba] W, und die Gleichung verwandelt 
sich in 





[Ba] WB Ua], 
so dals sich für die Zurückleitung W der Wert ergiebt 
B[Ua] 
RS. ER RE NE an 
Setzt man endlich die Werte 123) und 124) für die beiden Zurückleitungen in die 
Gleichung 121) ein und stellt zugleich im Nenner von 124) die Faktoren um, so bekommt 
man für U die Zerlegungsformel 


A 


laB] i 
f la: UB] 

durch die der Stab U als die Summe zweier Stäbe (zweier Komponenten) ® und 

Bao) dargestellt wird, von denen der eine durch den Punkt « hindurchgeht, während 


IBa] 


der andere in der Geraden des Stabes B liegt. 
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Neben den Zerlegungsformeln 120) und 125), durch die ein Punkt oder Stab als 
Resultante zweier Komponenten dargestellt wurde, sind aber für das Folgende auch Zer- 
legungen in drei Komponenten von Interesse. Sind zuerst a, b, e drei nicht in gerader 
Linie liegende Punkte, so lälst sich jeder beliebige Punkt x ihrer Ebene als Vielfachen- 
summe von a, b, ec, das heilst, in der Form 

126) ER Fe Hr > s=ra+yb+3c 
darstellen. Um die hier auftretenden Ableitzahlen x, y, 3 durch den Punkt x und die 
Grundpunkte a, db, ce auszudrücken, multipliziere man die Gleichung 126) der Reihe nach 
äufserlich mit den Produkten [be], [ea], [ed] und erhält 

[ade] = rledbelr [ea] = Hle2c, eo), joe). 

Und setzt man die hieraus folgenden Werte für x, y, 3 in die Gleichung 126) ein, so ver- 
wandelt sich diese in 

ar a en [deJa+ [xcalb + [wadle 

[abe] 

Damit ist die gewünschte Zerlegung des Punktes x in drei Komponenten geleistet. 

Diese drei Komponenten lassen sich übrigens auch in der Form schreiben 


ale: be] b[x: cal ce|®-ab] 











lan27)e reale [aaa bw 
welche genau der rechten Seite von 119) entspricht. Die drei Gröfsen sind daher nichts 
anderes als die Zurückleitungen des Punktes x auf das Gebiet der Punkte 








a8 b, [6 
unter Ausschluls der gegenüberliegenden Seiten 
del, lca], [ab] 


des Dreiecks abe. 

Genau in derselben Weise, wie sich jeder Punkt x einer Ebene aus drei, nicht in 
gerader Linie liegenden Punkten a, b, c dieser Ebene numerisch ableiten läfst, kann man 
auch jeden Stab U der Ebene als Vielfachensumme von drei Stäben A, D, € darstellen, 
deren Linien nicht durch denselben Punkt hindurchgehen. In der That erhält man in 
ganz entsprechender Weise die Formel 

Er ehe [UBC]JA+[UCAB + [UAB]|C 
[AB0] 
also eine Zerlegung des Stabes U in drei Komponenten, die den Geraden der Stäbe A, DB, C 
angehören. Diese Komponenten kann man dann wieder in der Form schreiben 
A[U:BC(] B[U:.CA] C[U-AB] 
[A-BO] ’ [B.CA] ’ [0:-AB] ’ 
aus der mit Rücksicht auf 124) folgt, dals sie die Zurückleitungen des Stabes U auf die 
Geraden der Stäbe 











4, B, C 
unter Ausschlufs der gegenüberliegenden Ecken 
Ben ren [AB] 


des Dreiecks ABC sind. 

Aus jeder der beiden Gleichungen 127) und 128) läfst sich noch eine wichtige Zahl- 
gleichung herleiten, der je fünf beliebige Punkte oder Stäbe einer Ebene unterliegen. Multipli- 
ziert man nämlich die beiden Gleichungen planimetrisch mit den Produkten [x d] und [UD), 




















H. Gralsmann, Punktrechnung und projektive Geometrie. 37 





in denen d einen ganz beliebigen Punkt der Ebene, D einen beliebigen Stab bezeichnet, 
so verschwindet in beiden ‚Gleichungen die linke Seite und man erhält die Identitäten 
1292. Ge obel Teda| + Taca] eab.+ [xab] [edel und 
180) 2.0=[UB0) [UDA]) + IVU0A) [UDB]) + [UAB] [UDEC], 
deren geometrische Bedeutung sich weiter unten ergeben wird. 


Fünfter Abschnitt. 


Doppelverhältnis. Projektive Punktreihen und Strahlbüschel. 


Eine Schar von vier einfachen oder vielfachen Punkten a, b, ec, d derselben Ge- 
raden, bei der auch die Reihenfolge der Punkte in beliebiger aber bestimmter Weise, und 
zwar unabhängig von ihrer Lage, festgesetzt ist, möge nach von Staudt ein „Punkt- 
wurf“ genannt werden. Die beiden ersten Punkte 
a und b und die beiden letzten Punkte eunddd e———. 9-19 
sollen zugeordnete Punkte des Punktwurfes e b d 
heilsen (vgl. Fig. 34). Fig. 34. 

Die planimetrischen Produkte von je zwei 
Punkten eines Wurfes sind als Stäbe derselben Geraden nur um einen Zahlfaktor von 
einander verschieden und tragen also den Charakter von gleichbenannten Zahlen. Der aus 
ihnen gebildete Doppelbruch 

lac| . [ed] 


[eb] [ao] 
ist somit eine unbenannte Zahl. Er wird das Doppelverhältnis des Punktwurfes a, 
b, ec, d genannt und durch das Symbol (abcd) bezeichnet, so dafs also 


DB Da rn,  (@beaa= 1:5, 








wird. 

Aus der Form des Doppelverhältnisses folgt, dafs es seinen Wert nicht ändert, 

erstens, wenn man gleichzeitig die Punkte eines jeden Paares zugeordneter 
Punkte unter sich vertauscht; 

zweitens aber auch, wenn man die beiden Paare zugeordneter Punkte mit einan- 
der vertauscht. 

In der That wird 























ladimelbel lee „led 
(bade) = Deamwarn am (nach Gl. 21) 
öl [ed] [we] . lad] _ 
Ba ge 
d.h. es wird wirklich 
132) Bu: (badc) = (abcd). 
- Andererseits wird 
| feal . [ebl _—lael . _feb) | 
(cdab) mia (Dal = ee ei (em 21) 
la). del _ fael. lad] 
ee LIE WITT ar; 
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also wird in der That auch 
133) gr (cdab) = (abed). 

Wendet man endlich die Umgestaltung 133) auf die linke Seite von 132) an, so 

erhält man als vierte Form des Doppelverhältnisses (abed) den Ausdruck (deba). Eine 

weitere Wiederholung der beiden Umformungen 132) und 133) führt dann auf die alten 

Formen des Doppelverhältnisses zurück. Man erhält daher für das Doppelverhältnis (@abed) 

vier gleichwertige Formen 


134) „ . nn... (abed) = (bado- (canby (dEb0). 


Aus der Form des Doppelverhältnisses läfst sich ferner folgern, dafs das Doppel- 
verhältnis eines Punktwurfes von den Massen seiner Punkte unabhängig ist. 

Denn sind a‘, db‘, .. die mit den Punkten a, b, ... kongruenten einfachen Punkte 
und ist a=aa‘, b=bb‘, .., wo also a, b,... die Massen der Punkte a, b,. .. bezeichnen, 
so wird das obige Doppelverhältnis nach den Gleichungen 18) 

[ac] . [ad] ac ja’c] ad, [ed] 
[ed] ab] 7 chnleo ee 
oder, da sich alle Massenfaktoren fortheben, 
IE. es Ban EREI® at 
[ed] [db] bier 12 

Das Doppelverhältnis eines Punktwurfes verhält sich also wirklich invariant 
gegenüber einer Massenänderung seiner Punkte. 

Die Gleichung 135) hat nun aber noch ein besonderes Interesse, weil ihre rechte 
Seite eine einfache geometrische Deutung zuläßst. Denn da a‘, b', .. einfache Punkte sind, 
so sind die Verhältnisse 

der Stäbe [a‘c’] und [ed] und andererseits der Stäbe [a’d‘] und [d'%] 
zugleich die Verhältnisse | 
der Abstände von a’ nach c‘ und ce‘ nach 4‘ und von a’ nach d’ und d’ nach bi‘, 
vorausgesetzt, dals eine Verschiedenheit im Sinne dieser Abstände durch entgegengesetzte 
Vorzeichen zum Ausdruck gebracht wird (vgl. Fig. 35). Man hat also den Satz: 
DasDoppelverhältnisdes Punktwurfes 

Pre Un, a,b, ce, dist gleich dem Quotienten aus den 
[ee] beiden Abstandsverhältnissen der Punkte 
c und d von den Punkten a und Öb. 














[db] 


[77 e! dv‘ d' A . 5 5 
fi Da die Punkte ce und d mit a und b in einer 
MEIT UT er Geraden liegen, so werden sie sich als Vielfachen- 
D 1 ne 
la’ e [e v] summen von a und 5b ausdrücken lassen. Und 
Fig. 35. da es bei der Betrachtung des Doppelverhältnisses 


der vier Punkte a, b, c, d auf die Massen der 
Punkte e und d nicht ankommt, so wird man die beiden Punkte sogar durch Gleichungen 
von der besonderen Form 
136). ..... 0. War ac ar gbaundede az 
darstellen können, in denen g und h Zahlgröfsen sind. Das Doppelverhältnis des Punkt- 
wurfes a, b, c, d lälst sich dann durch diese beiden Zahlgröfsen ausdrücken. Es wird 


130 ea ee I 


eblzjab] [ad] " [ed] bs 
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Ist insbesondere b = —.g, besitzen also die Ausdrücke für die vier Punkte des Wurfes die 
Form a, b, a+gb, a—gb, so wird ihr Doppelverhältnis = —1, und der Punktwurf 
heilst harmonisch. 

Denkt man sich drei von den Punkten eines Punktwurfes, etwa die Punkte a, b, c, 
fest und den vierten d beweglich, so dals dieser die ganze Punktreihe der Geraden [ab] 
durchlaufen kann, so verfügt man am besten über die Massen der beiden ersten Punkte 
in der Weise, dafs der dritte Punkt e der „Einheitspunkt“ der Punktreihe, d. h. gerade 
die Summe von a und 5 wird, dals also 

138) en Ir c=4+b 
wird Durch diese Forderung sind die Massen der beiden „Grundpunkte“ a und 5b bis 
auf einen willkürlich bleibenden Proportionalitätsfaktor vollkommen bestimmt. Der ver- 
änderliche Punkt d der Punktreihe läfst sich dann, da es nur auf seine Lage, nicht auf 
seine Masse ankommt, wieder in der Form 

139) ' d=a-+!fb 
darstellen, unter f eine Zahlgröfse verstanden. Dieser Zahlfaktor £ möge der Parameter 
des Punktes d in Bezug auf die drei Punkte a, db, e genannt werden. Er ist nämlich 

erstens durch die Lage des Punktes d aus eindeutig bestimmt, sobald man über 

das Massenverhältnis der Grundpunkte @ und 5 mit Rücksicht auf die Lage des Einheitspunk- 
tes c verfügt hat, 

zweitens aber ist auch umgekehrt der Ort des Punktes d durch Angabe seines 
Parameters T vollkommen festgelegt, sobald die Punkte a, db, e ihrer Lage nach _ ge- 
geben sind. 

Das Doppelverhältnis des Punktwurfes a, db, c, d drückt sich in sehr einfacher 
Weise durch den Parameter des Punktes d aus; denn aus der Gleichung 137) folgt, dafs 
das Doppelverhältnis 


a (beat 


f 
d.h. gleich dem reciproken Werte des Parameters von d ist. 

Eine Schar von vier Stäben A, B, €, D, die durch einen und denselben Punkt 
gehen, und deren Reihenfolge in bestimmter Weise unabhängig von ihrer Lage festgesetzt 
ist, möge ein Stabwurf genannt werden (vergl. 
Fig. 36). Die beiden ersten Stäbe A und D und 
die beiden letzten Stäbe € und D sollen zuge- 
ordnete Stäbe heilsen. 

Die planimetrischen Produkte von je zwei 
Stäben eines Wurfes unterscheiden sich von ein- 
ander nur um einen Zahlfaktor; denn sie stellen 
(nach Gl. 78) sämtlich den mit einer gewissen 
Masse belasteten Schnittpunkt der vier Stäbe dar. 
Sie tragen also den Charakter von gleich benannten 
Zahlen. Der aus ihnen gebildete Doppelbruch 

[40], [AD] Fig. 36. 
141)... (ABCD = [63] ' [DB] 5 
ist daher wieder eine unbenannte Zahl und wird das Doppelverhältnis des Stabwurfes 
genannt. 





4 
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Die Eigenschaften dieses Doppelverhältnisses entsprechen genau denen des Doppel- 
verhältnisses eines Punktwurfes. In der That ändert sich der Wert des Doppelverhält- 
nisses nicht 

erstens, wenn man gleichzeitig die Stäbe eines jeden Paares zugeordneter Stäbe 
unter sich vertauscht, 

zweitens, wenn man die beiden Paare zugeordneter Stäbe mit einander vertauscht, 
was mit Rücksicht auf Gl. 88) ebenso wie bei einem Punktwurf bewiesen werden kann. 
Man erhält also wieder die Gleichung 

142)- 7... » (ABOD= (BADO) = (OD AB (DEBA) 

Aufserdem aber läfst sich auch zeigen, dafs das Doppelverhältnis eines Stab- 
wurfes von der Länge seiner Stäbe unabhängig ist. Denn bezeichnet man wieder 
mit A4/, B’, .. Stäbe von der Länge 1, die den Geraden der Stäbe A, D,... angehören, 
und deren Sinn noch beliebig gewählt werden darf, und setzt 

A=mıAnBeldr., 

so stellen die Zahlen a, b,.. die Längen der Stäbe A, B,.. dar, versehen mit dem Plus- 
oder Minuszeichen, je nachdem der Sinn der „einfachen“ Stäbe A’ B’, .. mit dem Sinn 
der Stäbe A, B,.. übereinstimmt oder nicht. Dann wird (nach den Gleichungen 90) wie- 
der wie oben bei dem Doppelverhältnis eines Punktwurfes 

(ABCD) — u ENDETE 40]. ad [A'D'] 

BL DB) cb2[04.B.157.2 55125247 

d.h. da sich sämtliche Zahlfaktoren wegheben. 


| EB EEAE Le Je 
1410728 = en A _ (A'B'O'DN,. 
Das Doppelverhältnis eines Stabwurfes verhält sich daher in der That 
invariant gegenüber einer Längenänderung seiner Stäbe. 








Es ist mithin auch erlaubt, statt von dem Doppelverhältnis der vier Stäbe A, B, 
0, D von dem Doppelverhältnis der vier Strahlen A, B, 0, D zu sprechen. 
Die Gleichung 143) ermöglicht nun aber auch eine geometrische Deutung des 
Doppelverhältnisses von vier Strahlen. Stellt man nämlich die einfachen Stäbe A’, BD, .. 
b der Gleichung 143) als Produkte von 
je zwei einfachen Punkten dar, von 
denen der eine jedes Mal der Schnitt- 
punkt s der vier Strahlen ist, setzt also 
4'= Isa], B = [sb], 2 (velabig. 37), 
so liegen die Punkte a, b,... auf einem 
mit dem Radius 1 um s geschlagenen 
Kreise, und die Gleichung 143) für 
das Doppelverhältnis des Strahlwurfes 
„verwandelt sich .in 
a  Isa-se] ; [sa@- sd] 
u Ise-sb] ° |sd- sb] 
wofür man nach 78) auch setzen kann 
[sac]s _ [sad] s 


Ir ERRaPr 























. 
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oder endlich [sac] _ [sad] 


Aue Scoaelsıbı ve 
Hier sind dann die Produkte [sec], [sed], [sad], |sdd]| die Flächenzahlen der durch die 
drei Faktoren eines jeden Produktes bestimmten Rhomben; und da die Seiten dieser Rhom- 
ben die Länge 1 haben, so stimmen jene Flächenzahlen überein mit den Lüngenzahlen 
der Rhombenhöhen, vorausgesetzt, dafs man diesen Längenzahlen das Plus- oder Minus- 
zeichen giebt, je nachdem der Sinn des zugehörigen Rhombus mit dem Sinne des Einheits- 
blattes era um oder nicht (vgl. Gl. 71). 
Setzt man daher noch die in diesem Sinne bezeichneten Bean der Rhomben- 
höhen, d.h. der Abstände der Punkte e und d von den Stäben A, B gleich p, p’ und q, q/, 
so erhält man für das Doppelverhältnis des Strahlwurfes die Darstellung 
LER te ee U He (ABOD) = Tr: or 
Und beachtet man endlich noch, dafs für alle Punkte eines Strahles C, der durch den 
Schnittpunkt zweier anderen Strahlen A und 5 hindurchgeht, das Verhältnis der Abstände 








von den Strahlen A und B denselben Wert besitzt, so kann man das Abstandsverhältnis en 


des Punktes e von den Strahlen A und B auch als das Abstandsverhältnis des Strahles © 
von den Strahlen A und B bezeichnen und erhält somit den Satz: “ 

Das Doppelverhältnis des Strahlwurfes A, B, C, Dist gleich dem Quo- 
tienten aus den beiden Abstandsverhältnissen der StroNen C und D von den 
Strahlen A und BR. 


Da die Stäbe CO und D durch die Schnittpunkte von A und B hindurchgehen, so 
lassen sie sich als Vielfachensummen von A und DB darstellen, und da es nicht sowohl 
auf die Länge und den Sinn der Stäbe Ü und D, als auf ihre Lage ankommt, sogar durch 
Gleichungen von der besonderen Form 

ee Banned rgB, DAB, 
in denen g und bh Zahlgrölsen sind. Das Doppelverhältnis des Strahlwurfes A, BD, ©, D 
läfst sich dann genau wie oben das Doppelverhältnis des Punktwurfes durch diese beiden 


Zahlgröfsen ausdrücken; denn es wird 
ER ae Fa ! ker — ner 3 zah e 3 
[ge] [per [Ar Vlaz 9 
Der Strahlwurf heifst wieder harmonisch, wenn sein Doppelverhältnis den Wert — 1 hat, 
wenn somit H=—g ist. Dann besitzen NR die Ausdrücke für die vier Stäbe die Form 
A, B,A+gB, A—gB. 

Man denke sich jetzt ee drei von den Strahlen eines Strahlwurfes, etwa die 
Strahlen A, B, C fest, während man den vierten Strahl D beweglich läfst, so dals er das 
ganze Strahlbüschel mit dem Scheitel [AB] durchlaufen kann. Dann kann man über die 
Längen der beiden ersten Stäbe in der Weise verfügen, dafs der dritte Stab © der Einheits- 
stab des Strahlbüschels, d.h. gerade die Summe der „Grundstäbe* A und D wird, also 

12 We OA 
wird (vgl. Fig. 38), De en Nadhlich Stab D ferner läfst sich, da es auf seine Länge und 
seinen Sinn nicht ankommt, wieder in der Form 


TR ER En AetB 
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darstellen. Hier ist die Zahlgröfse f dem Strahle D eindeutig zugeordnet, sobald die Strahlen 
A, B, C ihrer Lage nach gegeben sind, und möge daher der Parameter des Strahles D 
in Bezug auf die drei Strahlen A, BD, C© heilsen. 


Das Doppelverhältnis des Strahlwurfes A, DB, C, D wird wieder (nach 146) 
149), 2 0 20 (4BCD) =, 


d.h. gleich dem reciproken Wert des Parameters von D. 


Damit hat man für die beiden „Elementargebilde“ der projektiven Geometrie, 
die Punktreihe und das Strahlbüschel, zwei zu einander durchaus dualistische Darstellungen 
gefunden und zugleich in dem Parameter f ein 
Mittel für die Zuordnung zweier solcher Elemen- 
targebilde gewonnen. 

Man kann nämlich die Elemente zweier 
Elementargebilde, d. h. also die Elemente zweier 
Punktreihen oder zweier Strahlbüschel oder einer 
Punktreihe und eines Strahlbüschels in solcher 
Weise einander zuordnen, dafs man den beiden 
Grundelementen und dem Einheitselemente des 
einen Gebildes die beiden Grundelemente und 
das Einheitselement des andern Gebildes zuweist, 
aulserdem aber einem jeden beliebigen Elemente 
des einen Gebildes dasjenige Element des andern, 
das denselben Parameter besitzt. Man sagt dann, 
die beiden Elementargebilde seien projektiv auf 
einander bezogen. 

Um die projektive Zuordnung zweier Ele- 
mentargebilde festzulegen, kann man drei der 
Lage nach beliebig gewählten Elementen des einen 
Gebildes drei ebenfalls der Lage nach beliebig 
Fig. 38. gewählte Elemente des andern zuweisen. Da- 

durch ist dann aber zu jedem vierten Elemente 





des ersten Gebildes das entsprechende Element des andern eindeutig bestimmt. Denn man 
braucht nur in den beiden Elementargebilden die Massen oder Längen der beiden ersten 
Elemente so zu wählen, dafs das dritte Element das Einheitselement des Gebildes wird, so 
ist die gewünschte Zuordnung geleistet. 


Der Ausdruck „projektive Zuordnung“ erklärt sich durch folgende Sätze: 

1. Projiciert man eine Punktreihe von einem aulserhalb ihrer Geraden 
gelegenen Punkte s aus, so erhält man ein zu der Punktreihe projektives Strahl- 
büschel. 


In der That, bezeichnet man die Grundpunkte der Punktreihe mit « und 5b und 
ihre „Scheine“ [sa] und [sd] mit A und B, setzt also [sa] = A und [sb] = B (vgl. Fig. 39), 
so wird der Schein des Einheitspunktes « + db der Punktreihe gleich 


Is(@ + )] = [sa] + [sd] = A + B, 
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d.h. auch der Schein des Einheitspunktes «+ b der Punktreihe a, b stellt sich gerade als 

Summe der aus den Grundpunkten «@ und db durch die Projektion hervorgehenden Grund- 

stäbe A und BD dar. Ebenso wird der Schein des veränderlichen Punktes @« + fb gleich 
sa +fd] = [sa] + E[sd}) = A-+ EB, 

sein Parameter wird also gleich dem Parameter des projicierten Punktes @ + fb, und es 

ist daher wirklich das Strahlbüschel A, 5 der mit ihm „perspektiven“ Punktreihe a, b in 

dem oben angegebenen Sinne projektiv zugeordnet. 

Umgekehrt gilt der Satz: 

2. Schneidet man ein Strahlbüschel mit einer nicht durch seinen Scheitel 
sehenden Geraden @, so erhält man auf der Geraden eine zu dem Strahlbüschel 
projektive Punktreihe. 

Denn bezeichnet man die Grundstäbe des Büschels mit A und B und setzt die 
Schnittpunkte der Geraden G mit diesen Stäben gleich «a und b, setzt also [#A]—= a und 
[GB] = b (vgl. Fig. 40), so wird der Schnittpunkt der Geraden @ 
. mit dem Einheitsstabe A + D gleich 

[F(A+B]=164]+[GBJ=a+b 
und der Schnittpunkt mit dem veränderlichen Stabe A +fB 
gleich 
[@(A+fB]=[@A)+1![GB] 
—a-+fb. 
Diese beiden Gleichungen aber 
besagen, dafs die Punktreihe a, b 
zu dem mit ihr „perspektiven“ 
Strahlbüschel A, DB projektiv ist. 

Unmittelbar aus dem Be- 
grifte projektiver Elementarge- 
bilde folgt ferner der Satz: 

3. Sind zwei Elemen- 
targebilde einem dritten 
projektiv, so sind sie auch 
unter einander projektiv. 

Und hieraus wieder mit 
Rücksicht auf die Sätze 1. und 2.: 

4. Zwei „perspek- 
tive“ Punktreihen, d.h. zwei 
Punktreihen, welche Schnitte 
eines und desselben Strahl- 
büschels sind, sind projektiv. 

5. Zwei „perspektive“ Strahlbüschel, d. h. zwei Strahlbüschel, welche 
Scheine einer und derselben Punktreihe sind, sind projektiv. 

Andererseits lassen sich je zwei beliebig gelegene projektive Elementargebilde durch 
wiederholte Anwendung der Perspektive auf einander beziehen, worauf hier indes nicht 
näher eingegangen werden soll. 


areb 


artb 








fa 
Kig. 39. Fig. 40. 
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Es seien in der Ebene vier feste Punkte a, b, c, d gegeben, von denen keine drei 
in einer geraden Linie liegen. Dann frage man nach denjenigen Punkten x der Ebene, 
für die der Strahlwurf [za], [xd], [xe], [xd] ein gegebenes Doppelverhältnis g besitzt, welche 
also der Gleichung genügen 

LE ee u... 
f ee- 2b] [xd.: ©] 
Die linke Seite dieser Gleichung läfst sich nach dem Vorbilde von S. 40 und 41 umformen, 
wodurch die Gleichung die Gestalt annimmt 


at en ALERT Mn REDEN ee 
[web] ° [edb] 
Hierfür aber kann man auch schreiben: 
152). uho I, ana a Wlrlaacl [zab] = ozeap rede 
Dieser Gleichung müssen alle Punkte x genügen, von denen aus die vier Punkte-a,b,c,d 
durch einen Strahlwurf mit dem Doppelverhältnis q projieiert werden. 

Da die Gleichung 152) in Bezug auf & vom zweiten Grade ist, so stellt sie eine 
Kurve zweiter Ordnung dar. In der That erkennt man sofort, dals die Kurve 152) 
von einer jeden Geraden [yx] in zwei reellen oder imaginären Punkten geschnitten wird. 
Substituiert man nämlich in die Gleichung 152) den laufenden Punkt y-+ fx der Geraden 
[yx], so erhält man für den Parameter f eine Gleichung zweiten Grades. Bezeichnet man 
ihre Wurzeln mit £, und &, so sind die Punkte y+f,x und y-+ f,x die Schnittpunkte 
der Geraden [yx] mit der Kurve 152). 

Aus der Form der Gleichung 152) folgt ferner sogleich, dafs die Kurve zweiter Ord- 
nung durch die vier Punkte a, 5, e, d hindurchgeht. Denn setzt man x gleich irgend einem 
dieser vier Punkte, oder auch gleich dem Produkte eines Zahlfaktors mit einem dieser vier 
Punkte, so verschwinden die beiden Glieder der linken Seite von 152) einzeln, weil in jedem 
Gliede sicher eins von seinen beiden dreifaktorigen Produkten zweigleiche Faktoren enthält. 

Denkt man sich das bisher als gegeben ange- 
nommene Doppelverhältnis q veränderlich, so stellt die 
Gleichung 152) das ganze Büschel von Kurven 
zweiter Ordnung dar, welche durch die vier Punkte 
a,b,c,d hindurchgehen (vgl. Fig. 41). Jeder von diesen 
Kurvenkommtein besonderer Wertdes Doppelverhältnis- 
sesgzu. Dieses Doppelverhältnis kann daher das Doppel- 
verhältnis der Kurve zweiter Ordnung in Bezug auf 
die vier Grundpunkte des Büsches genannt werden. 
Um dies Doppelverhältnis und damit die Kurve zwei- 
ter Ordnung festzulegen, kann man die Forderung 
stellen, dafs die Kurve noch durch einen fünften Punkt 
e hindurchgehen solle. Der Parameter g dieser Kurve 
zweiter Ordnung muls dann der Gleichung genügen 
153)  [eae] jedd] — glead] [ecd] = 0; 

Fig. 41. _ aus ihr aber und der Gleichung 152) folgt durch 
Elimination von g die Gleichung 
[xae] |edb] [xad] [xed] | 0 


leac] [edb] lead] [ecb] 
































u JE u u u 
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als Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung, die durch die fünf Punkte a, b,c,d,e hin- 
durchgeht. 

Dem Kurvenbüschel 152) gehören drei zerfallende Kurven zweiter Ordnung 
an, die den Parameterwerten 0, 00, 1 entsprechen. Denn für g= 0 nimmt die quadra- 
tische RL, die Form an 

IH) 220. 0 i ee trae) I2ab| =, 
zerlegt sich also in 29 beiden linearen Gleichungen 
za = 0 Tund nn |2db] = 0 
und stellt somit das durch die beiden Stäbe [ac] und [db] bestimmte Linienpaar dar. 
Andererseits geht die Gleichung 152) für g= co über in die Gleichung. 
IE Bun cadlbizesl— 0: 
die Kurve zweiter Ördnae zerfällt also in das Linienpaar der Stäbe [ad] und [eb]. 
Für g=1 endlich nimmt die quadratische Gleichung 152) die Form an 
nz einge l2db) — \xod] [zeb] =. 
Dals ae ri til ein Linienpaar darstellt, erkennt man am besten mit Hülfe der 
Identität 129); denn nach dieser ist die linke Seite der Gleichung (*) gleich |xab] [xde], 
die Gleichung (*) verwandelt sich daher in 
ID Dee a: gab race 0 
und ist also die ref des Linienpaares ao] 
der Stäbe [ab] und [de]. 

Die drei in dem Büschel enthal- 
tenen zerfallenden Kurven zweiter Ord- 
nung sind also nichts anderes als die 
drei Paare Gegenseiten desvollständigen 
Vierecks abed. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs 
die der Gleichung 152) dualistisch entsprechende 
Gleichung 

158) [UAC]|[UDB] — g[UAD] [UCB]—=0 
diejenige Schar von Kurven zweiter Klasse 
darstellt, welche die Geraden der Stäbe A, D, 
C, D zu Tangenten haben (vgl. Fig. 42). 

Dieser Schar gehören dann wieder drei 
zerfallende Kurven zweiter Klasse an, 
nämlich die Punktpaare 

[40], [DB], 

[AD], [CB], 

[AB], [20], 
d.h. die drei Paare von Gegenecken des 
vollständigen Vierseits der Stäbe A, B, 
C, D. Ferner erhält man genau wie oben bei 
der Kurve zweiter Ordnung für eine Kurve [48] 
zweiter Klasse, welche die Geraden der fünf Stäbe Fig. 42. 
A, B, 0, D, E zu Tangenten hat, die Gleichung 

159) | IUAC] PrDBI ST EADL TUCH] 

er ae) JBACPIE DB) [EADITECB] 


De] 




















Pl uw 
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Sechster Abschnitt. 


Das Fundamentaldreieck. Die Dreieckskoordinaten eines Punktes und 
eines Stabes. 


Wir benutzen als „Grundpunkte“, aus denen alle Punkte der Ebene numerisch 
abgeleitet werden sollen, drei nicht in gerader Linie liegende vielfache Punkte e,, &, e, 
deren Massen mit my, My, m, bezeichnet sein mögen und nennen das durch sie bestimmte 
Dreieck das Fundamentaldreieck. Sind dann a,, a,, a; die mit den drei Punkten e,, &,, € 
zusammenfallenden einfachen Punkte, so bestehen die Gleichungen 

160) . . x... MG, Sell, 6 — Nisde: 
Dabei soll die Lage der drei Grundpunkte ganz beliebig angenommen werden; über ihre 
Massen aber wollen wir in der Weise verfügen, dafs ein der Lage nach beliebig gewählter 
vierter Punkt e, der aber nicht mit zwei Grundpunkten in derselben geraden Linie liegt, 
sich gerade als Summe der drei Grundpunkte darstellt, d.h. die Ableitzahlen 1, 1, 1 er- 
hält*) (vgl. Fig. 43). Dieser Punkt 
möge der Einheitspunkt der 
Ebene heifsen. Für ihn wird also 

161) e =, +8, +& 
oder wegen 160) 

162) e= m, a, + M,a, + 1; 03. 
Bezeichnet man ferner noch die 
Masse des Einheitspunktes mit 
m’ und den mit ihm kongruenten 
einfachen Punkt mit a, so wird 
aulserdem 

163) . 2 send, 
und die Gleichung 162) verwandelt 
sich in 

164) mvia=m,a, + My;a, + N15 3, 
woraus (nach S. 3) für die Masse 
m‘ des Einheitspunktes der Wert 

Fig. 43. folgt 
165) nv =m +, + nz. 

Um die Massen der drei Grundpunkte entsprechend der Gleichung 164) zu be- 
stimmen, multipliziere man diese Gleichung der Reihe nach mit den Produkten [a,a;]|, 
[a;a,], [@,@,], so erhält man die Gleichungen 

166) m’laa,a,]|=m, [a %0;], mfaaa]=m,[eı a], m’lea,a] = m;[e:,a,0;], 
aus denen für die drei gesuchten Massen ı,, ıt,, it; die Werte folgen 

167), 2 en kEreH Ba] Zee 











[aa ° (una ° (aa, Az] 
Durch diese Gleichungen sind die Massen der drei Grundpunkte bis auf einen Proportio- 
nalitätsfaktor m‘, der die Masse des Einheitspunktes darstellt, eindeutig bestimmt. 

Will man endlich noch die Willkürlichkeit dieses Proportionalitätsfaktors aufheben, 
so unterwerfe man noch die drei vielfachen Punkte e,, &, e; der Bedingung, dafs ehr 
äufseres Produkt = 1 sein solle, dals also 





*) Vgl. Möbius, Der barycentrische Calcul, $ 235 ff. Gesammelte Werke, Bd. I. 
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A ee ee lenese.] =, 
sei. Diese Bedingung Iälst Eich wegen 160) auch in der Form schreiben 
IK) Si Zen land: 


und setzt man in es Gleichung für m,, ı1,, m; ihre Werte aus 167) ein, so erhält man 
für den Proportionalitätsfaktor m, . h. für die Masse des Einheitspunktes, die Darstellung 


10 aa an [a1 a,a,]? 
lea,a;| |aa;a,| |aa, @,]| 


Aus den Formeln 167) und 170) folgert man dann: 

Ist das Produkt [a,a,a;] posetiv, stimmt also der Sinn des Blattes [a,a,a,] mit 
dem Sinne des Einheitsblattes überein (vgl. S. 20) und liegt zuerst der Einheitspunkt «a 
innerhalb des Fundamentaldreiecks, so sind die drei Nennerprodukte von 170) positiv, also 
ist auch m‘ positiv, und es sind somit nach 167) auch alle drei Massen m,, ı,, m, positiv. 
Liegt ferner der Einheitspunkt e in einem von den drei „Vierecksräumen“*), in die man 








+ 
++- DI, 





Fig. 44: [a,a,a,|=-+ Fig. 45: [a, a,a,] = — 


gelangt, wenn man vom Innern des Fundamentaldreiecks ausgehend eine Seite des Dreiecks 
überschreitet, etwa in dem an der Seite a,a, liegenden Vierecksraum, so ist von den drei 
Nennerprodukten in 170) das dieser Seite entsprechende Produkt [aa,a;| negativ, während 
die beiden andern Produkte positiv bleiben. Es wird daher auch m’ negativ, und somit 
nach 167) m, positiv, nt, und nt, negativ. 

Liegt endlich e in einem der drei „Dreiecksräume“, welche von den Scheitel- 
räumen des Fundamentaldreiecks gebildet werden, etwa in dem Raume, in den man ge- 
langt, wenn man von dem Innern des Dreiecks ausgehend die Ecke a, überschreitet, so 
sind von den drei Nennerprodukten in 170) die beiden Produkte, welche diese Ecke ent- 
halten, nämlich die Produkte [aa;a,| und [aa,a,] negativ; das andere Produkt hingegen 
bleibt positiv. Die Masse m des Einheitspunktes ist dann also positiv, und es wird nach 
167) ebenso wie in dem gegenüberliegenden Vierecksraume nt, positiv, m, und m, negativ 
(vgl. Fig. 44). 





*) Man kann nämlich die unendlich ferne Gerade als die vierte Seite eines solchen Raumes auffassen. 
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2 Ist das Produkt [a,a,a,] negativ, weicht also, der Sinn des Blattes [a,a,a;] von 
dem Sinne des Einheitsblattes ab, so sind sämtliche Vorzeichen umgekehrt (vgl. Fig. 45). 
In den beiden Figuren 44 und 45 sind für die beiden Hauptfälle 
[a0] =+ und [aaa] = — 
die Vorzeichen der vier Grölsen | 
u, 
u, Me 
in die sieben Räume eingetragen, in denen der Einheitspunkt liegen kann. 
Um die analytische Bedeutung der Gleichung 168) deutlicher hervortreten zu lassen, 


setze man noch 
[e, e;]| 7 En; [e; e| = 1a [e, 6,| = Ey. 
Dann zeigt sich zwischen den Gröfsen e; und E; eine vollkommene Dualität. Zunächst wird 


wegen 170) 


172) En = [#; = ke 
andererseits wird wegen 54) 


Ferner folgen aus 91) und 168) die den Formeln 171) dualistisch entsprechenden Formeln; 
denn es wird z. B. 

[E, E,] = [es eı & &]= le &ı &] &ı = la =: 
Man erhält also wirklich die Formeln 


14) 2.2.2... [BBl=i, BHl=a, [HH B]=-e- 
Das Produkt aller drei Gröfsen E; endlich wird 
[E, E, E,]=|e; E,| (mach 174) 
—1 (nach 172), 


d. h. es gilt auch die der Gleichung 168) dualistisch entsprechende Formel 

15, BR A| 7 

Weiter setze man noch 

‘ [9 a3] = S,, 
u) [a3 a, | = 85, 
[2 a] = 83; 

hier sind dann die Grölsen S,, S,, S; 
drei Stäbe, die nicht nur den Linien 
des Fundamentaldreiecks angehören, 
sondern auch ihrer Länge nach mit 
den Seiten des Dreiecks übereinstim- 


Bo; wien (vgl. Fig. 46). Ferner wird 
ES, a il, 8 
ae 


Ku MER: 

Hieraus folgt: Die drei Stäbe #,, E,, E, gehören zwar auch den Linien des Fundamental- 
dreiecks an, aber ihre Längen sind von den Längen der Seiten des Dreiecks im allgemeinen 
verschieden. 








Fig. 46. 
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Ist jetzt x ein beliebiger einfacher oder vielfacher Punkt der Ebene, so nennt man 
diejenigen drei Zahlgröfsen t,, X, X, durch die sich der Punkt x aus den drei Grund- 
punkten e,, e&, e; numerisch ableiten läfst, welche also durch die Gleichung 

AUS ai mern re 
definiert sind, die DRS ek an dinaian des Punktes z. 
Setzt man ferner die Masse des Punktes x gleich m und den mit x zusammen- 


fallenden einfachen Punkt a t, so wird 


279) 0 SE Depes ft : 
und die ER eichan? 178) dei Dreieckskoordinaten lälst sich, wenn man zugleich 
noch die Gleichungen 160) berücksichtigt, in der Form schreiben: 


1801020 FE enter ma tn IM; Q, 
aus der sich für die Masse m des Punktes & der Wert ergiebt 
LT a ments ti, ts Ii;- 


Aus der ame 180) kann man folgern: 

Die Dreieckskoordinaten t%,, %, %; des Punktes x sind diejenigen drei 
Zahlgröfsen, mit denen man die Massen nı, nt, m; der drei Grundpunkte mul- 
tiplizieren muls, damit die mit den so hervorgehenden Produkten belasteten 
Grundpunkte den Punkt x zum Schwerpunkte haben. 


Man kann aber die Dreieckskoordinanten des Punktes x auch noch anders deuten., 


Multipliziert man nämlich die Gleichung 178) der Reihe nach mit #,, £,, Ey, so erhält man 
[ E]= 1%, 
182) [@E,]=%, 
(er,] u 
oder mit Rücksicht auf 177) 
und 179) 
u = m,m;m[2S,] 
183) Ks — 1, m, m[2 S;], 
t; = m, m,m[2S;]. 
Hier sind aber die Produkte 
[2S,], [28,], [283] die Flächen- 
inhalte der Parallelogramme, 
die durch den Punkt x und je 
eine Seite des Fundamental- 
dreiecks bestimmt werden. 
Bezeichnet man also noch 
die Längen der Seiten des 
Fundamentaldreiecks mit 
%5 3, 35, und zwar diese 
Gröfsen positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die 
Produkte [aS;], [@8], [eS;] Fig. 47. 
positiv oder negativ sind, und 
versteht man ferner unter p,, P5,P; die Abstände des Punktes x von den Seiten des 
Fundamentaldreiecks, diese Abstände positiv oder negativ genommen, je nachdem & 


xz=mt 
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auf derselben oder der entgegengesetzten Seite von S,, S,, 5; liegt wie der Einheitspunkt a 


(vel. Fig. 47), so wird 


[ES] = 91, 


ES] = 8%, 


und die Gleichungen 183) verwandeln sich in 


184) ı = m, mm3,P, 


185) Te m,mm30, 


ARE 

186) ee 

aus der die Proportion folgt: 
187) te 


und man hat den Satz: 


Die Dreieckskoordinaten t; eines Punktes x sind bis auf einen Propor- 
Pi 


tionalitätsfaktor 


tes x und denen des Einheitspunktes e von den Seiten $ des Fundamental- 


dreiecks.*) 


Schliefslich möge noch gezeigt werden, dafs die einzelnen Glieder der für den 


Punkt & gegebenen Vielfachensumme 
178) 


ta 


1 





NM, N 9, Py, 
Setzt man endlich noch die absolut genommenen Abstände des Einheitspunk- 
tese= m’a von den Seiten des Fundamentaldreiecks gleich p;’, 95‘, 9,‘ und wendet 
die Gleichungen 184) auf den Einheitspunkt e an, dessen Koordinaten gleich 1, 1, 1 und 
dessen Masse gleich m’ ist, so erhält man die Gleichungen: 
1m; u m 3203, 
und dividiert man dann die Gleichungen 184) durch die Gleichungen 185), so findet man 
für die Dreieckskoordinaten t,, %,, t, die Darstellung: 


[ES;] = 83 P3, 


Y, = MM, 35 P3. 


I = mm,m'3;p,° 








— gleich den Verhältnissen 


mit ap 

m’ Pa 3 m‘ pl 
u Pır D, as 

a 


‚ aus den Abständen des Punk- 


i 





et tut 16), 


und ebenso die nen je zweier von diesen Gliedern sich als Zuräckleitungen des Punk- 


tes x auffassen lassen. 
aus 182) ein, so ergiebt sich für & die 
188) 


teres, 
Ausschlufs der Gegenseiten sind. 


In der That, bezeichnet man diese Zurückleitungen mit %,, %, %, So wird (nach 


Gleichung 119) 

rt [«#;,] 2 
ZURAT 
d.h. wegen 172) wirklich 


4 


1 


189) a 0er 2% 
oder also wegen 182) 
190) u; %g 


womit bewiesen ist: 





*) Vgl. hierzu und zum Folgenden 
herausgegeben von Dingeldey, Leipzig 1895 





— [v#,]leı + [«#;] 
Aus der Form der Glieder der rechten Seite folgt aber mit Rücksicht auf 172) ohne wei- 
dals sie die Zurückleitungen von & auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter 


Setzt man nämlich in die Gleichung 178) für t,, %, £, ihre Werte 


Darstellung 





%|®#;] 
I 


_- be, 


Gundelfinger, 


S.2 fl. 


e + [v.E3]e;- 


ee [eE&3] 
: [es 83] ’ 


% = &[®E;] 


13 6, 


Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 


BERAUTEe. | 
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Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme 178) für den Punkt x sind 
die Zurückleitungen von x auf dieEcken des Fundamentaldreiecks unter Aus- 
schluls der Gegenseiten. 

Hieraus aber folgt weiter nach der Entwickelung auf 8. 33 u. 34: 

Die drei Summen von je zwei Gliedern der Vielfachensumme 178) für & 
sind nichts anderes als die zu %,, %, 2% ergänzenden Zurückleitungen von az, 
d.h. als die Zurückleitungen von & auf die Seiten des Fundamentaldreiecks 
unter Ausschlufs der Gegenecken. 

Denn diese drei Summen geben zu den Gröfsen x; addiert die zurückgeleitete 
Grölse «. 

Bezeichnet man daher noch diese Zurückleitungen des Punktes x auf die Seiten 
des Fundamentaldreiecks unter Ausschlufs der Gegenecken mit %,, %5, %5, so wird 

191). SE yzbatbg, »Yebestha, Yhatıe 
oder mit Rücksicht auf 160) 
12) RER, y FENG, Be; tum, Ya + IM; a. 
Andererseits wird nach 118) bei Weglassung der Nenner, die den Wert 1 haben, 
13) . . 2... y=-lA-aal, %=[E 2%, %=l[E gs]. 
Diese Gleichungen besagen (vgl. Fig. 48): 


Y 


4 2 


2 


Fig. 48. Fig. 49. 





Die Zurückleitungen yi, d. h. also die drei Summen von je xzwer Gliedern aus 
der Vielfachensumme 178) für x, sind die Schnittpunkte der Seiten des Fundamental- 
dreiecks mit den von den gegenüberliegenden Ecken nach dem Punkte x gezogenen Geraden, 
was übrigens auch aus den Gleichungen 191) zusammen mit den zur Gleichung 178) äqui- 
valenten Gleichungen 

DV ey a Te Yr21 
hervorgeht. 

Die Punkte y, kann man benutzen, wenn man den Punkt x aus seinen Koordi- 
naten konstruieren will. Dazu zeichne man etwa die beiden Punkte %, und y,, entsprechend 
den Gleichungen 192), indem man die Seiten [a,a,] und [a,«a,] beziehlich in den Ver- 
hältnissen 1, n,:X7; 1, und x, m, :r; ns; teilt. Dann ist der Schnittpunkt der Geraden [a, yı] 
und [a, y] der gesuchte Punkt x (vgl. Fig. 49). 
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Als Dreieckskoordinaten eines Stabes U bezeichnet man diejenigen drei Zahl- 
grölsen- ı,, U;, Us, durch die sich der Stab U aus den drei „Grundstäben E,, E,, E; 
numerisch ableiten lälst, die also der Gleichung genügen 
195) 0. Der ee ey 
Die so definierten Stabkoordinaten u,, U,, U; gestatten zunächst leicht eine ged- 
metrische Deutung, die der zweiten Deutung der Punktkoordinaten (vgl. S. 49 u. 50) ent- 


spricht. Multipliziert man nämlich die Gleichung 195) der Reihe nach mit e,, e&, €, SO 
erhält man 





Fig. 50. 


198, ern. ar Bere ale 
Um die linken Seiten dieser Gleichungen noch weiter umzuformen, bezeichne man 
noch mit 7 einen Stab von der Länge 1, welcher der Geraden des Stabes U angehört, 
und dessen Sinn so gewählt ist, dafs das Produkt [7a] positiv wird, und nenne den positiv 
oder negativ genommenen Zahlfaktor [, welcher der Gleichung genügt 
LITT ee we Merk Bilernich See 
die Längenzahl des Stabes U. Bei Benutzung der Gleichungen 197) und 160) lassen 
sich die Gleichungen 196) auch in der Form schreiben. 
18) u 0 2 De UT], Ban En Yen: 17a; ] 
Hier sind die Produkte [7«a,], [Tas], [7Ta,] nichts anderes als die Abstände 
(1, 9, 95 des Stabes U von den drei Ecken des Fundamentaldreiecks, diese Ab- 
stände positiv oder negativ genommen, je nachdem die Punkte a,, ad,, a, auf derselben 
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Seite von 7 liegen wie der Einheitspunkt a oder nicht. Die Gleichungen 198) lassen sich 
daher auch in der Form schreiben: 

TS ent [Lg vous = nz [05 zen Tor 

Um aus diesen Gleichungen 199) für die Stabkoordinaten eine Proportion ableiten 

zu können, die der Proportion 187) für Punktkoordinaten entspricht, führe man noch den 
Begriff des Einheitsstabes ein. Wir bezeichnen als Einheitsstab denjenigen Stab E, 
dessen Koordinaten 1, 1, 1 lauten, der also durch die Gleichung bestimmt wird 

u ee a u Re a a a 





\ 


Fig. 51 


Will-man die Zagenbexiehung dieses Stabes zum Einheitspunkte finden, so frage 
man nach den Schnittpunkten der Geraden des Einheitsstabes mit den Seiten des Funda- 
mentaldreiecks d. h. nach der Lage der Punkte [EE,], [EE,], [EE,| (vgl. Fig. 50). Es wird 

EE]I=- (a, +%+ 8%) E&,] 


= [BE E]+[E &] (nach Gl. 93) 
16 (nach Gl. 88 und 174) 
= ,—;. 


Die dieser Differenz entsprechende Summe e,—+e, ist nun aber nach S. 51 die Zurück- 
leitung des Punktes e=e,+«,+e, auf die Seite #, unter Ausschluls der gegenüber- 
liegenden Ecke e,, d.h. der Schnittpunkt der Seite Z&, mit der Geraden [ee,. Und da 
nach 8. 39 die vier Punkte e,, &3, & +63, & — €; vier harmonische Punkte sind, so hat 
man den Satz: 
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Die Gerade des Einheitsstabes trifft eine jede Seite des Fundamental- 
dreiecks in demjenigen, Punkte der vom Einheitspunkte durch die beiden an- 
dern Seiten des Fundamentaldreiecks harmonisch getrennt ist. 

Aus diesem Grunde nennt man die Gerade des Einheitsstabes die Polare des 
Einheitspunktes in Bezug auf das Fundamentaldreieck. 

Bezeichnet man jetzt wieder mit A den Stab von der Länge 1, welcher der Ge- 
raden des Einheitsstabes E angehört, und dessen Sinn so gewählt ist, dals das Produkt 
[Aa] positiv wird, und versteht wieder unter der Längenzahl von # diejenige Zahlgröfse 
V, die der Gleichung genügt 

AD Do ld, 
und setzt schliefslich (vgl. Fig. 51) die Abstände des Einheitsstabes von den Ecken 
des Fundamentaldreiecks gleich 94, 9%, 9‘, wobei die Vorzeichen dieser Abstände in 
entsprechender Weise zu bestimmen sind wie bei den Grössen 4,, Qa, 95, So ergeben sich 
aus den Gleichungen 199) bei ihrer Anwendung auf die Koordinaten des Einheitsstabes 
die Sondergleichungen 

202) 25 0,0 Sem. een lo a elle 
und dividiert man endlich mit diesen Gleichungen in die Gleichungen 199), aus denen sie 
durch Specialisierung hervorgegangen sind, so erhält man für die Stabkoordinaten u; die Werte: 
a N 
a je or 2 De Sn Be 
Diese Gleichungen aber liefern die fortlaufende Proportion 


204) Au ee Au EU 2 m ie 
2 


ZUS)TaE. Se 





und damit den Satz: 
Die Dreieckskoordinaten u; eines Stabes U sind bis auf den Propor- 


tionalitätsfaktor z gleich den Verhältnissen ar aus den Abständen des Stabes U 
i 


und des Einheitsstabes £ von den Ecken des Fundamentaldreiecks. 


Man kann aber den Stabkoordinaten ebenso wie den Punktkoordinaten auch eine 
mehr mechanische Deutung geben. Um diese zu finden, zeige man zunächst auch hier 
wiederum, dafs die einzelnen Glieder der für den Stab U gegebenen Vielfachensumme 

195), „mn 0 2 ee es ueuee 
und ebenso die Summen je zweier dieser Glieder sich als Zurückleitungen des Stabes U 
auffassen lassen. 

Dazu setze man in die Gleichung 195) für die Stabkoordinaten u,, U,, U; ihre 
Werte aus 196) ein und erhält 

205), ten are Dee] Ei Dean Bee 
Aus der Form der Glieder rechter Hand folgt aber mit Rücksicht auf 172) sofort, dafs sie 
die Zurückleitungen des Stabes U auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter Ausschluls 
der Ecken sind. Denn bezeichnet man diese Zurückleitungen mit W,, W,, W;, so wird 
nach den Gleichungen 124) und 172) in der That 


206) 2 2. eu M=B|Ual, Ve RTV, Ve], 
oder also i 
20T) ie. u en EM N 


Damit ist aber wirklich bewiesen: 
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Die einzelnen Glieder der Vielfachensumme 195) für den Stab U sind 
die Zurückleitungen von U auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter 
Ausschlufs der Gegenecken. 

Hieraus aber folgt wieder nach der Entwickelung auf S. 35: 

Die drei Summen von je zwei Gliedern der Vielfachensumme 195) für 
U sind die zu W,, W,, W; ergänzenden Zurückleitungen von U, d.h. die Zu- 
rückleitungen von U auf die Ecken des Fundamentaldreiecks unter Ausschlufs 
der Gegenseiten. 

Denn diese drei Summen geben ja zu den Gröfsen W,; addiert die zurückgeleitete 
Gröfse U. 

Bezeichnet man daher noch diese Zurückleitungen des Stabes U auf die Ecken des 
Fundamentaldreiecks unter Ausschlufs der Gegenseiten mit V,, V5, V;, so wird 


208 even -Hturfs, V,-1,B-+u&, Vr,—u Eiche. 
Andererseits wird nach 123) und 172) 
A EL r,=[&- U], V,=[&- UE;]. 


Die so gewonnene Auffassung für die einzelnen Glieder der Vielfachensumme 195) 
und für die Summen von je zweien dieser Glieder ermöglicht es nun aber in der That, 
fü diese Grölsen eine Konstruk- 
tion zu geben, die den Kraftzer- 2 r 
legungen in der Mechanik entspricht, 
so dafs man dann also auch für 
die Stabkoordinaten «; eine mecha- 
nische Deutung gewinnt. 

Nach dem Vorbilde von 
S.35 erhält man nämlich für die 
Zurückleitungen W; des Stabes U 
und die ergänzenden Zurücklei- 
tungen V, die folgende Konstruk- 
tion (vgl. Fig. 52): 

Man bringe die Gerade 
des Stabes U zum Durchschnitt mit 
der Dreiecksseite #; im Punkte & 
und verbinde Z; mit der jener Seite 
gegenüberliegenden Ecke e.  So- 
dann zerlege man U in zwei Kom- 
ponenten, die den Geraden der 
Stäbe X, und [#e;] angehören, so 
sind diese Komponenten die gesuch- 
ten Zurückleitungen W; und V;. 

Für die Koordinaten u; 
selbst ergiebt sich dann die Dar- 
stellung 











VER Z W, 
2, )) 2.5 








DLO FEN EN ei 
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das heilst: Die Koordinaten «,; eines Stabes U sind die Verhältnisse aus seinen 
Zurückleitungen W; auf die Seiten des Fundamentaldreiecks unter Ausschlufs 
der Gegenecken und aus den 
in diesen Seiten liegenden 
Grundstäben #,. 

Will man statt der Grundstäbe Z, 
die Seiten 8; des Fundamental- 
dreiecks einführen, so hat man 
noch die Gleichungen 177) zu be- 
nutzen und erhält so 

W, W, 
Me a Moe 
N, I; S, N: 1, 5 
W; 
We u 
m, Mm, S; 

Schliefslich möge noch bemerkt 

werden, dafs zur Konstruktion der 

drei Zurückleitungen W; auch schon 

zwei Parallelogrammkonstruktionen 

ausreichen. Hat man nämlich nach 

dem soeben entwickelten Verfahren 

den Stab U in seine beiden Kom- 

ponenten V, und W, zerlegt (vgl. 

Fig.53), so braucht man nur noch 

den Stab V,;, als Summe zweier 

Stäbe darzustellen, die in den Ge- 

raden der Stäbe E, und E, liegen, dann sind diese beiden Stäbe die gesuchten beiden andern 

Zurückleitungen W, und W,. Eine solche Summendarstellung ist immer möglich, da ja 

nach obiger Konstruktion die Gerade des Stabes V, durch den Punkt e,, d.h. durch den 
Schnittpunkt der Geraden von E, und E, hindurchgeht. 


211) 








Für die analytische Behandlung der Kollineation und Reciprocität ist es von 
Interesse, die Länge l’ des Einheitsstabes durch seinen Abstand vom Einheitspunkte und 
die Masse nı‘ dieses Punktes auszudrücken. Dazu führe man in die Erklärungsgleichungen 
des Einheitsstabes und Einheitspunktes 


200). 22. ee Er Nr a a nd 
101)02 0.0 Sp 0 ee er 
für E und e ihre Werte aus 201) und 163) ein und erhält die Gleichungen 
DL) 0 a Dee a ee leund 
213) REIF rer mo ee 0a: 


Diese beiden Gleichungen 212) und 213) multipliziere man. mit einander unter 
Berücksichtigung der Gleichungen 172) und 173), so ergiebt sich für die Länge des 
Einheitsstabes die Gleichung 

7a EN BE ee el 
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Das hier auftretende Produkt [Aa] besitzt nun aber eine einfache geometrische 
Bedeutung. Denn da der Stab A die Länge 1 hat, und auch der Punkt « ein einfacher 
Punkt ist, so ist das Blatt [Aa] gleich dem Abstande des Einheitspunktes vom Einheits- 
stabe und zwar ist dieser Abstand positiv zu nehmen, weil nach der Festsetzung auf S. 54 
der Sinn des einfachen Stabes A so gewählt werden sollte, dafs das Produkt [Aa] positiv 
wird. Bezeichnet man daher noch den positiv genommenen Abstand des Einheitspunktes 
und Einheitsstabes mit q‘, so läfst sich die Gleichung 214) in der Form schreiben 


EIRHT na 2 a e 
und man erhält also für die Länge I’ des Einheitsstabes den Wert 
a N 

m’q 


Aus ihm folgt insbesondere, da q’ positiv ist: 

Die Längenzahl l’ des Einheitsstabes hat immer dasselbe Vorzeichen 
wie die Masse m’ des Einheitspunktes. 

Die Formeln 215) und 216) lassen sich sehr leicht dadurch verallgemeinern, dafs 
man in der obigen Entwickelung an die Stelle des Einheitsstabes oder des Einheitspunktes 
einen beliebigen Stab U oder einen beliebigen Punkt x treten lälst. 

Führt man nämlich in die Gleichung 


De er nis, 

für U seinen Wert aus 197) ein und multipliziert die entstehende Gleichung 
a a ER ONE Te TR 

mit der Gleichung 213), so ergiebt sich für die Längenzahl | des Stabes U die Gleichung 
N ee PRA ne ee 


Hier ist dann wieder das Produkt [7a] der positiv genommene Abstand gq des Stabes U 
vom Einheitspunkte (vgl. S. 52); die Gleichung 218) nimmt daher die Form an 





Dre mg, 
Man erhält somit für die Längenzahl | des Stabes U den Wert 
a ei 

m q 


Aus ihm entnimmt man: 
Unendlich ferne Stäbe mit endlichen Koordinaten sind unendlich kurz. 
Ferner: 
Die Koordinaten eines jeden Stabes, dessen Gerade durch den Einheitspunkt geht, 
genügen der Gleichung 
221) AFFABR vw, +1, —=(0. 
Die Gleichung 221) ist also die Gleichung des Einheitspunktes in Stab- 
koordinaten. 
Dies ergiebt sich übrigens auch direkt; denn die Gleichung 221) ist nur eine Um- 
formung der Gleichung 
222) st ee. nel Ve), 
welche besagt, dals die Gerade des Stabes U durch den Einheitspunkt e hindurchgeht. 


Überhaupt ist ganz allgemein die Gleichung 
BO. 1 0 ee U) ==:() 
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die Gleichung für die Incidenz des Punktes x und des Stabes U (vgl. 8. 32) d. h. die 
Gleichung des Punktes x in Stabkoordinaten und die Gleichung der Geraden 
des Stabes U in Punktkoordinaten. 
Schliefslich hat man noch die zu der Formel 220) dualistisch entsprechende Formel 

zu entwickeln. Dazu setze man in die Gleichung 

ITS .rehe Fake 
für x seinen Wert aus 179) ein, wodurch sie übergeht in 

2A RE TIE .... mer 45 t%%, 
und multipliziere an Gleichung mit der Gleichung 212). So erhält man 

Da mer er 
Hier stellt A: da [At] den Abstand p des Punktes x vom Einheitsstabe X dar, dieser 
Abstand positiv oder negativ genommen, je nachdem der Punkt x auf derselben Seite des 
Einheitsstabes liegt wie der Einheitspunkt oder nicht. Die Gleichung läfst sich daher auch 
in der Form schreiben 





DOC >. nal nett, 
Man findet also für Kin Masse ın ne Punktes x den Wert: 
BaT)‘ dr 0 n-„atsta 


Aus dieser Gleichung aber folgt wieder: 
Unendlich ferne Punkte mit endlichen Koordinaten haben eine unend- 
lich kleine Masse. 


Ferner: 
Die Koordinaten eines jeden Punktes der Geraden des Einheitsstabes genügen der 
Gleichung 
28) Be ee ba! 


Diese Gleichung nr also die Gleichung der Geraden des Einheitsstabes in 
Punktkoordinaten. 

Selbstverständlich läfst sich auch diese Gleichung wieder direkt ableiten; denn nach 

= lautet die Gleichung der Geraden des Einheitsstabes 
ZI VB en Blei). 

Sotzt man aber in Rep Gleichung für den Einheitsstab X seinen Wert 200), für den 
Punkt x seine Koordinatendarstellung 178) ein und führt die Multiplikation aus, so erhält 
man in der That die Gleichung 228). 


(Fortsetzung folgt.) 
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Siebenter Abschnitt. !) 
Die Kollineation. 


Für die analytische Behandlung der geometrischen Verwandtschaften ist es von 
Nutzen, Brüche einzuführen, deren Zähler und Nenner geometrische Gröfsen, zum Bei- 
spiel Punkte oder Strecken, Stäbe oder Felder, sind. Die geometrische Bedeutung und 
die rechnerische Handhabung solcher „extensiven Brüche“ möge an dem Beispiel der _ 
kollinearen Verwandtschaft in der Ebene entwickelt werden. 

Man benutze dabei als Grundpunkte drei nicht in gerader Linie liegende viel- 
fache Punkte 

y-mNad, gem, G—M;Q;, 
deren Massen ın, , 1,, 1, in der Weise 
bestimmt sein mögen, dafs das äufsere 
Produkt 
a, N 
wird, und dafs überdies ein der Lage 
nach beliebig gewählter vierter Punkt 
e, welcher nur nicht mit zwei Grund- 
punkten in derselben geraden Linie 
liegen mag, der Einheitspunkt wird, 
dafs also 
231) .e=-s +9 +&% 

wird (vgl. Fig. 54). Durch diese bei- 
den Forderungen sind, wie im sechs- 
ten Abschnitte gezeigt ist, die Massen der drei Grundpunkte eindeutig bestimmt und 
damit auch die Masse des Einheitspunktes. Aufserdem läfst sich jeder beliebige weitere 
Punkt & der Ebene als Vielfachensumme der drei Grundpunkte e,, e&,, e, also unter 


o 





Fig. 54. 


der Form 
232) . s . 3 . . . . . = &U e - La eg I La 63 





1) Die drei ersten Abschnitte der vorliegenden Arbeit erschienen im Jahre 1894 als Beitrag 
für die Festschrift der Lateinischen Hauptschule zur zweihundertjährigen Jubelfeier der Universität 
Halle-Wittenberg unter dem Titel: Punktrechnung und projektive Geometrie. Erster Teil: Punkt- 
rechnung. Die drei folgenden Abschnitte bildeten die Beilage zum Programm der Lateinischen 
Hauptschule vom Jahre 1896 mit dem Titel: Punktrechnung und projektive Geometrie. Zweiter Teil: 
Grundlagen der projektiven Geometrie. 





Ik 
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darstellen. Seine Ableitzahlen sind dabei die auf das Dreieck e, ee, als Fundamental- 
dreieck bezogenen Dreieckskoordinaten des Punktes z. 

Will man jetzt einen Verwandtschaftsfaktor f definieren, der jeden beliebigen 
Punkt x der Ebene bei der Multiplikation in einen (im Allgemeinen) von ihm getrennt 
liegenden, eindeutig bestimmten Punkt y=xf derselben Ebene überführt, so hat man 

erstens diejenigen Punkte b,, b,, b, festzulegen, die den Grundpunkten e,, 6, 63 
zugeordnet werden sollen, welche also den Gleichungen 

233), 20.0 ve ee ob we ern 

Genüge leisten. Daneben aber kann man 

zweitens noch die Forderung stellen, es solle ein jeder Punkt 

het Le, 

welcher durch die drei Zahlgröfsen x, ,x,, t, aus den drei Grundpunkten e, , e,, e; abgeleitet 
ist, in denjenigen Punkt xzf umgewandelt werden, 
dersaus’ den«,Bildern2.d,, bu, ber dere iyGrund- 
punkte durch dieselben Ableitzahlen entwickelt 


b, V/ 
wird, das heifst in den Punkt 
234) . . al=-ud +5 4 Lebe. “xt 

Durch die Punkte & und xf wird dann die Ebene 

doppelt überdeckt. Zur Unterscheidung mögen 

die Punkte x die Punkte des ersten Systems und 

die Punkte zf die Punkte des zweiten Systems ge- 

nannt werden (vgl. Fig. 55). 

> 


®@x 


ee 


® 
Ce 


Ä 


Der durch die beiden angegebenen Forderungen sachlich definierte Verwandt- 
schaftsfaktor f läfst sich nun aber formell durch einen Bruch mit den dres Nennern e,, &, £3 
und den drei entsprechenden Zählern b,, b,, db, ausdrücken, das heifst in der Form 

a3) am 
E15 0565 
Durch eine solche Bruchdarstellung kann man nämlich andeuten, dafs aus jeder von den 
drei in den Nenner gestellten Gröfsen e; bei der Multiplikation mit f der entsprechende 
Zähler b; hervorgeht, dafs also wirklich die drei Gleichungen bestehen 
Zt 


Fig. 55. 
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Man wird aber zugleich auch der zweiten von den beiden oben gestellten Forderungen 
gerecht, wenn man noch die Bestimmung hinzufügt, der Bruch f solle sich einer Viel- 
fachensumme von Punkten gegenüber bei der Multiplikation distributiv verhalten. In 
der That wird dann 

= Mat tus) naltnealtnet, 
das heifst wegen 236) 

ıt=eub tab + ib, 
wie oben in 234) verlangt wurde. 

Setzt man endlich noch fest, dafs zwei Verwandtschaftsfaktoren, welche Punkte 
in Punkte überführen, und ebenso zwei Vielfachensummen solcher Verwandtschaftsfakto- 
ren dann und nur dann einander gleich gesetzt werden sollen, wenn sie mit jedem Punkt 
der Ebene multipliziert Gleiches liefern, wobei wie immer an der Distributivität der Mul- 
tiplikation festgehalten wird, so ist damit der Verwandtschaftsbruch f auch als Gröfse 
vollständig definiert. Insbesondere erscheinen alsdann die Zahlgröfsen als specielle Fälle 
eines solchen Verwandtschaftsbruches. So hat zum Beispiel der Bruch 

era, 
mit der Zahlgröfse 1 die Eigenschaft gemein, jeden Punkt x bei der Multiplikation unver- 
ändert zu lassen, und man kann daher jenen Bruch 
g &, &, & 
& 52; 65 
setzen. Damit hat man dann zugleich die Möglichkeit gewonnen, einen Verwandtschafts- 
bruch von der Form 235) mit einer beliebigen Zahlgröfse durch Addition oder Subtrak- 
tion zu verknüpfen. 

Ferner ergiebt sich sofort, dafs es zur Gleichheit zweier solcher Verwandtschafts- 
brüche hinreicht, wenn sie mit drer nicht in gerader Linie liegenden Punkten multipli- 
ziert Gleiches liefern. Sind nämlich f und f’ zwei solche Verwandtschaftsbrüche, welche 
mit drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten d,, d,, d, multipliziert Gleiches liefern, 
für die also die Gleichungen bestehen 

Y) ER Detitledt, dl=dt, 
so wird sicher auch für jeden beliebigen Punkt x 
= Eh, 


t=f. 
Denn jeder beliebige Punkt x der Ebene läfst sich aus den drei nicht in gerader Linie 
liegenden Punkten d,, d,, d, numerisch ableiten. Es sei etwa 
= dd + 0de + Ads; 


—l 


so dafs man also auch setzen kann 


dann wird 
xt=audf+wdf+a,d,f, das heifst wegen f) 
= ad rgdlit it 
— (ad, + 0,d, + a3d,) f 
— ref, 
womit die obige Behauptung bewiesen ist. 
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Aus der analytischen Forderung der Distributivität des Bruches f entspringen un- 
mittelbar die geometrischen Grundeigenschaften der Verwandtschaft, 


\ zunächst diejenige Eigenschaft, der die Ver- 
wandtschaft f ihren Namen Kollineation verdankt. 
Sind nämlich ©, y, x drei Punkte einer Geraden (vgl. 
Fig. 56), so läfst sich jeder von ihnen als Vielfachen- 


summe der beiden andern darstellen, das heifst, es 


xt 






zerHyy wird zum Beispiel 


23) . . 2... Z=TlcHtdy. 

rebsyyl@xl Den drei Punkten x, y, x entsprechen nun aber nach 

Obigem die Punkte 
yt FAN RE 

und es wird mit Rücksicht auf 237) 

= dert yyL 
woraus wegen der Distributivität von f folgt, dafs 
B38) 0. al ereh dat 

ist. Diese Gleichung aber zeigt wirklich, dafs auch der Punkt #f mit den Punkten «f 
und yf auf einer Geraden liegt. Die Verwandtschaft f hat also die Eigenschaft, dafs 
Punkten, die zusammen auf einer 
Geraden liegen, die also, wie man 
sagt, kollinear sind, stets wie- 
der kollineare Punkte entsprechen. 
Aus diesem Grunde heifst die 
Verwandtschaft f die kollineare 
Verwandtschaft oder Kolli- 
neation. 


Fig. 56. 


Eine zweite Eigenschaft 
der kollinearen Verwandtschaft, 
die mit der ersten eng zusam- 
menhängt, läfst sich ebenfalls 
unmittelbar aus der Distributivi- 
tät des Bruches f ableiten, näm- 
lich die Invarianz des Doppelver- 
hältnisses von vier Punkten einer 
Geraden. 





Wie schon gelegentlich der 
Einführung des Doppelverhält- 
nisses (Teil II, S. 38) entwickelt 
ist, lassen sich vier in einer Ge- 
raden liegende Punkte, auf deren Masse es nicht ankommt, stets in der Form darstellen 

x, y, wer yyv—4hy 
(vgl. Fig. 57), und das Doppelverhältnis des Punktwurfes @ywv wird 
Pk el na, 
vy) ey) 5 


va x'+by 


Fig. 57. 
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das heifst gleich dem Verhältnis der Parameter des dritten und des vierten Punktes. 

Sind nun «’, y', «', v’ diejenigen Punkte, die den Punkten x, y, u, v jenes Wurfes in 

der Kollineation f zugeordnet sind, so wird 
x = af, y' = yf und mit Rücksicht auf die Distributivität von f 
v=ul=-(ergytl=alrgyl= Hgg‘ 
v =-vt = a+by)t=eatthyl=e th. 

Die vier Punkte des zugeordneten Wurfes erscheinen 

daher unter der Form 

ey, Wei Ttoy, vi ar bye 
Sein Doppelverhältnis wird also wieder 


wu). @vl _8. xt 
rauen: % 





Zn ®xr 
-. 





Fig. 58. 


Aus der Invarianz des Doppelverhältnisses eines Punktwurfes aber folgert man 
weiter den Satz: 

Jede Punktreihe wird durch eine Kollineation in eine projektive 
Punktreihe übergeführt. 





Will man noch die Frage beantworten, wie viele Punkte man in den beiden Syste- 
men der Punkte x und xf beliebig wählen darf, um die Verwandtschaft festzulegen, so denke 
man sich auch über die Massen n,, ı1,, 1, der Zählerpunkte b,, b,, d, des Bruches f in ent- 
sprechender Weise verfügt wie über die Massen der Nennerpunkte, nämlich so, dafs 

erstens das Produkt 

Bee... eerebibbi. }wird, und dafs 
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zweitens ein der Lage nach beliebig gewählter Punkt 5 der Einheitspunkt der 

drei Punkte b,, d,, d, wird, dafs also 
242) .b=-bh+b+b 
wird (vgl. Fig. 58). 

Durch diese beiden Forderungen sind dann auch die Massen der drei Zähler- 

punkte 5; eindeutig bestimmt, und es wird zugleich 

243). „eb ru, Fb el Fet Lel= 2a ea)lmer, 
das heifst, der Einheitspunkt 5 des Zählersystems wird durch die Kollineation f dem 
Einheitspunkte e des Nennersystems zugewiesen: Da nun aber sowohl die vier Punkte 
&5 €, € und e, wie die vier Punkte d,, b,, db; und 5 ihrer Lage nach ganz beliebig ge- 
wählt werden können, so hat man den folgenden Fundamentalsatz: 

Um eine Kollineation in der Ebene festzulegen, kann man vier be- 
liebig gelegenen Punkten des einen Systems wve7 beliebig zelesenezfünkte 
des andern zuweisen. Dadurch ist dann die Verwandtschaft eindeutig be- 
stimmt. 


Durch die soeben getroffenen Festsetzungen über die Massen der Zählerpunkte db; 
sind die drei Zähler des Bruches f mit seinen drei Nennern durchaus gleichartig defi- 
niert. Der durch die Vertauschung der Zähler und Nenner von f hervorgehende reci- 
proke Bruch 

i if &, &5 6 

De N 
wird daher ebenfalls eine Kollineation darstellen müssen, und zwar gerade die umge- 
kehrte, „inverse“ Kollineation, durch welche die Punkte xf des zweiten Systems der 
Kollineation f in die entsprechenden Punkte x des ersten Systems zurückverwandelt wer- 
den. Denn nach dem Begriffe des extensiven Bruches wird 


un a 





== (5 


Ist also wieder 
cC=heH Lee + Le, somit 
al=yb, +1, + tab,, so wird 
ae 1 
ıly = +%&% + 5b) 
Hatte + Lze 
—=xr, das heifst, es wird wirklich 


240) 2. ee er 





Eine besondere Betrachtung verdienen noch diejenigen Punkte, welche durch 
die Kollineation den Strecken der Ebene zugewiesen werden, und andrerseits die Punkte, 
die durch die Kollincation ?n Strecken verwandelt werden. Wie in Teil I auf S. 4 ff. ge- 
zeigt ist, können die Strecken der Ebene als die im Endlichen liegenden und in ihm 
verschiebbaren, gleichsam greifbar gewordenen Abbilder der unendlich fernen Punkte 
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aufgefafst werden, und eine solche Strecke stellte sich dar als die Differenz zweier im 
Endlichen liegenden Punkte von gleicher Masse. Leitet man zum Beispiel aus den 
Grundpunkten e; durch Division mit ihrer Masse m; die entsprechenden einfachen Punkte 
ab und bildet aus diesen die Differenzen 


e, 63 SE 


EN RER — — ye ; 
mr In en, 








so erhält man die Ausdrücke für zwei Strecken, die nach Länge und Richtung mit 

zwei Seiten des Fundamentaldreiecks übereinstimmen (vgl. Fig. 59). Aus diesen beiden 

Strecken läfst sich dann jede weitere Strecke g der Ebene numerisch ableiten, das heifst, 

es lassen sich zu jeder Strecke g der Ebene zwei Zahlgröfsen a, und a, finden, für welche 

die Gleichung besteht 

BASE ec: a 1 SE 000 7 Pike ma O7 PS 

und umgekehrt stellt ap Kerekirge von der Form 248) eine Strecke der Ebene dar. 
Bezeichnet man weiter diejenigen Gröfsen, welche die Kollineation f den drei 

Strecken g,, 9, und g zuweist, mit q,, q, und g, setzt also 





Ze egleeg: = Gl, g = gl, so wird 
b, b; b; b; 

2 . . . . . . . = ann za} d 

an ei Mm m 4 

251) . . . . . . q — A en — 46) vB) . 


Es bieten sich dann der Beehtune zwei wesentlich verschiedene Fälle dar. 


Erstens nämlich der Fall, wo die beiden Gröfsen q, und 9, selbst wieder Strecken 
sind. Dann ist auch ihre Vielfachensumme g eine Strecke; die Kollineation f verwandelt 
also überhaupt jede Strecke g der Ebene wieder in eine Strecke, oder anders ausge- 
drückt, sie weist jedem unendlich fernen Punkte wieder einen unendlich fernen Punkt zu. 
Daraus aber folgt, dafs parallele Geraden, das heifst gerade Linien, die einen unendlich 
fernen Punkt gemein haben, in gerade Linien derselben Art übergeführt werden, also 
bei ihrer Abbildung parallel bleiben. 

Die durch diese Eigenschaft charakterisierte besondere Art der Kollineation führt 
den Namen Affinität. Ihr analytisches Merkmal findet man, wenn man die Bedingung 
aufsucht, unter der die Punkte des Minuendus und Subtrahendus der Differenzen 250) 
gleiche Massen besitzen. Dazu bezeichne man noch die Massen der Grundpunkte d; des 
bu ach, 


7 


N 3 
nu sen, 





zweiten Systems mit n;, so werden die in Betracht kommenden Brüche 


gleiche Massen haben, sobald sich verhält 
ZN . ne vr. Meeres: 
Man hat also den Sr 

Eine Kollineation wird zur Affinität, wenn die Massen der drei Grund- 
punkte des ersten Systems den Massen der drei Grundpunkte des zweiten 
proportioniert sind. 

Der zweite, allgemeinere, Fall ist der, wo die Bedingung 252) nicht erfüllt ist, 
wo also die beiden durch die Differenzen 250) dargestellten Punkte q, und 9, nicht beide 
zugleich unendlich fern sind (vgl. Fig. 59). Dann liegt wegen 251) ein jeder Punkt q, der 
im zweiten Systeme einem unendlich fernen Punkte g des ersten Systems entspricht, auf 
der durch die Punkte q, und q, bestimmten Geraden 














68 H. Gralsmann, Punktrechnung und projektive Geometrie. 


253) . 0- mel | a 2 ( . = [265] | [dsdı] | [de]. 


m, ms) I; M;, MN, mm, 














Diese Gerade Q, deren Punkte den unendlich fernen Punkten des ersten Systems zu- 
geordnet sind, heifst die Fluchtlinie des zweiten Systems. Der für sie gewonnene 
Ausdruck vereinfacht sich noch etwas, wenn man entsprechend den obigen Gleichungen 


171) » as. Fee ee on eee 

auch für die Produkte [d;d,] kurze Bezeichnungen einführt, also etwa setzt 
ee NEE le) =; 

Dadurch verwandelt sich der Ausdruck für Q in 


m DB, +m,B, +1, B, 
m, m, 1, 


er 








Fig. 59. 


Eine zweite Fluchtlinie, nämlich die Fluchtlinie des ersten Systems, erhält 


man, wenn man diejenigen Punkte aufsucht, die durch die inverse Kollineation Er den 
unendlich fernen Punkten des zweiten Systems zugewiesen werden. Sind p, und p, die 
Punkte des ersten Systems, die den Strecken 





b b b; b. 
256) 2... = = 
ei en, 
des zweiten Systems entsprechen, ist also 
= 1 1 
25 ‘) . . . . . . . . . Pı —— h, er ) Pa —— N; zn 
und daher wegen 244) 
E e e. e e 
258) 13 2 mn nee a men 
n, 1; N, N; 


so erhält man für die Fluchtlinie P des ersten Systems die Darstellung 
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so Draeenale ( a & ) (@ &g )| [es] de [ee] r [ee] 


1; ns Nu 11; N, 11; gt, m, 

















oder 


ab) er Fer: Bi Ed, +0, +1,E 


N, Not; 





Die Thatsache, dafs bei der allgemeinen Kollineation den unendlich fernen Punk- 
ten der Ebene sowohl im ersten wie im zweiten System die Punkte einer Geraden ent- 
sprechen, bildet den Grund dafür, dafs man sich bei Betrachtungen, die mit der allge- 
meinen kollinearen Verwandtschaft zusammenhängen, die unendlich fernen Punkte der 
Ebene in einer geraden Linie vereinigt denkt und geradezu von der unendlich fernen 
Geraden der Ebene spricht. 





Fragt man schliefslich noch, ob es Punkte d; in der Ebene giebt, die mit ihren 
entsprechenden Punkten d;f zusammenfallen, die sich also bei der Multiplikation mit 
dem Kollineationsbruche f höchstens ihrer Masse nach ändern, nicht aber ihren Ort 


wechseln, so erhält man für diese Punkte — sie mögen die Doppelpunkte der Kol- 
lineation heifsen — die Gleichung 


in der r; einen Zahlfaktor bedeutet, der die Massenänderung des Punktes d; bewirken 
soll, und in welcher selbstverständlich d; nicht null sein darf. Diese Gleichung läfst 
sich zunächst in der Form schreiben 

262) 37 "0. ur Ver A Po 0-dm —) 
und verwandelt sich, wenn man noch die Ableitzahlen von d; mit d;1,*dja, Dis bezeich- 
net, also 

a a d; = dıecı + digaea + dis eg 
setzt, in 

= au Hd +da; —Hd+ ds (u; —d) 

oder wegen 236) in 

264) . ». ..0 = dılaı — bi) + die (eat; — ba) + Dis (e3 1; — bs). 
Hier können dann nicht alle drei Koeffizienten Dd;, gleichzeitig null sein, weil sonst wegen 
263) auch d,; verschwinden würde, was oben ausgeschlossen ist. Wenn aber von den 
drei Zahlgröfsen d;ı, die, dis auch nur eine, etwa die Gröfse d;ı von Null verschieden 
ist, so folgt aus der Gleichung 264) durch äufsere Multiplikation mit dem Produkte 
[(ea ı:; — ba) (es; — b;)| und Division mit d;ı die Gleichung 

265) Se Ka Er [(eı u — bı) (ea v; — ba) (es; — b>)] er 
für die man wegen 230) und 241), 171) und 254) auch schreiben kann 

266) 1? — {[5, EB] + [d2E2] + [ds &3]} u? + I[Biei] + [Bee] + [Bus]! u — 10. 
Diese Gleichung dritten Grades liefert für die Zahlgröfse r; drei Werte t,,t,, tz, welche 
die Hauptzahlen des Bruches f heifsen mögen. Hat man sie bestimmt, und sind 


alle drei Hauptzahlen reell und von einander verschieden, so läfst sich zu jeder 
Hauptzahl v;, mit Hülfe der Gleichung 264) der ihr zugehörige Doppelpunkt d; er- 
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mitteln.!) Multipliziert man nämlich die Gleichung 264) der Reihe nach mit den Punk- 
ten 2; — b, (k=1, 2, 3), so erhält man die Verhältnisse der drei Ableitzahlen Dd;ı, dia, dis 
des Punktes d;;, Durch Multiplikation mit dem Punkte e,1ı;— b, ergiebt sich zum Bei- 
spiel die Gleichung 
0 = dia [a1 — di) (ei; — b2)] + dis [(eı; — bı) (est; — ba)].. 
Aus ihr aber und den beiden andern so entstehenden Gleichungen folgt die laufende 
Proportion 
267) 81:02:03 = |[(eat; — bo) (est; — bs)] : [(est; — bs) (et — bi)] : (keit: — bi) (est; — ba)], 

welche mit einziger Ausnahme des Falles, wo die drei Produkte auf der rechten Seite 
gleichzeitig verschwinden, für jeden Wert von © die drei Ableitzahlen d;, des zugehörigen 
Doppelpunktes d; bis auf einen Proportionalitätsfaktor eindeutig bestimmt. 

Diese drei Doppelpunkte sind im Falle ungleicher Hauptzahlen, auf den oben 
die Untersuchung beschränkt worden ist, auch ihrer Lage nach von einander verschieden. 
Denn angenommen, es wären zwei Punkte d; bis auf einen Zahlfaktor einander gleich, 


also etwa 


wo 38 eine von Null verschiedene Zahlgröfse bedeutet, so müfste auch 


d,‚f=3 d,f, das heifst wegen 261) 
tydy, =%& 1,d, oder wegen *) 
% dd, =3 1.d, sein. 


Da aber nach der Voraussetzung $ und d, von Null verschieden sind, so kann diese 
Gleichung nicht anders bestehen, als wenn 1, =t, ist, was oben ausgeschlossen ist. 
Folglich liegen die drei Punkte d; von einander getrennt. 
In dem Falle ungleicher Hauptzahlen können aber auch nicht etwa die drei 
Punkte d; in einer geraden Linie liegen; denn dann mülfste sich jeder von ihnen als 
Vielfachensumme der beiden andern darstellen lassen, also etwa 
)d—-dd+ cd 
sein, wo 3, und 3, zwei von Null verschiedene Zahlgröfsen sind. Diese Gleichung aber 
führt ebenfalls auf einen Widerspruch. Aus ihr folgt nämlich wieder durch Multipli- 
kation mit f die Gleichung 
td dit dl, 
für die man wegen 261) auch schreiben kann 
td, = 3, tıdı + % 1,du oder wegen **) 
td, dı + 3,4) = 3 ud + 3%, 0d,  oder,endlich 
y) Bu +. u) —0. 
Nun stehen aber, wie oben bewiesen ist, die Punkte d, und d, nicht in einer Zahl- 
beziehung; und da nach der Voraussetzung die Zahlgröfsen 3, und $, ungleich Null 
sind, so kann die Gleichung 7) nicht anders befriedigt werden, als wenn gleichzeitig 


ISC 





1) Vergleiche hierzu meine Darstellung der Kollineationen des Raumes in den Anmerkungen zur 
neuen Ausgabe der Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862 (Hermann Grafsmanns ge- 
sammelte mathematische und physikalische Werke. Ersten Bandes zweiter Teil. In Gemeinschaft mit 
H. Grafsmann d. J. herausgegeben von Fr. Engel. Leipzig, Teubner 1896. S. 438 — 464). Dort habe 
ich auch die oben übergangenen Fälle gleicher und komplexer Hauptzahlen eingehend behandelt. 
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u u 0 und u, — u —0 
ist, was der Voraussetzung widersprechen würde, dafs alle drei Hauptzahlen von ein- 
ander verschieden sind. 
Unter den angegebenen Bedingungen besitzt daher die Kollineation drei ein Drei- 
eck bildende Doppelpunkte. 





Da die Kollineation f den Punkten einer Geraden stets wieder Punkte einer Ge- 
‘ raden zuweist, so kann man die durch den Bruch f definierte Verwandtschaft auch als 
eine Beziehung zwischen den Geraden der Ebene auffassen. Diese Abbildung 
der Geraden der Ebene wird aber durch den Bruch f nur indirekt vermittelt. Um eine 
direktere Darstellung derselben zu finden, berücksichtige man, dafs die Gerade eines 
beliebigen Stabes [yx] durch die Kollineation f in die 
Gerade des Stabes [yf-zf] übergeführt wird (vgl. 
Fig. 60), und suche die Beziehung zwischen den Ab- 
leitausdrücken dieser beiden Stäbe auf. Setzt man 
wie gewöhnlich 


Yr.xt]= [42] 8 
[9=] 





[| yv-Yıe + Ve + V3% 

















268) ER 
\z=nat+ 2 + 36: yı 
so wird mit Rücksicht auf 171) 
Do, Y: t Yı Da 
269) / [% %] ee )2 3 E, au )3 yı Pi + )ı )a E, E 
2 08 ö3 Öl ö1 d2 
Andrerseits wird 
yf=Yyb +96, + Y:b; 
270) sy 1 ir a + Vs B xt 
\ tdi 4 db + 5b; 
also bei Benutzung von 254) # 
2): Ya 1 Yı Us 
year ee. Fig. 60. 
d2 08 ds 3ı |dı de 














Der Stab [yf-xz{] wird also aus den Stäben B,, B,, B, durch dieselben Zahl- 
gröfsen abgeleitet, durch die der entsprechende Stab [yx] aus den Grundstäben E,, E,, E, 
hervorging; und man wird daher allgemein die Geraden der Stäbe [yx] und [yf-xzE] ein- 
ander zuweisen, wenn man neben dem Bruche f noch einen zweiten extensiven Bruch & 
einführt, dessen Nenner und Zähler de Stäbe E, und 5; sind, das heifst die multiplika- 
tiven Kombinationen ohne Wiederholung zur zweiten Klasse aus den Nennern und Zäh- 
lern des Bruches f, wenn man also setzt 


Dim, ,.D. 
979 19 203 3 
he er ERSTER FE E, 5, 5° wo 
AP f E=l&8, &=-lsal, = [ee] 
/ \ B, > [d2b; | ) B, > [d,b,] 3 B; a [dı by] 
ist. In der That wird dann 
DA De | eye 


und man erhält den Satz: 








273) 
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b,; by, b; 


e, e1, 


Adjungiert man einem Kollineationsbruche f= einen zwei- 


B,, B;, DB; 
E,; Ey, £; 
E,;, des Nennerdreiecks von f die Seiten B, des Zählerdreiecks von f zuord- 
net, diese Seiten dargestellt als dies äufserensLrodukte des Grunrgpuna 
von f, so weist der „adjungierte Bruch“ $ überhaupt jedem Stabe [yx], das 
heifst- jedem Produkte zweier Punkte’yzund®z deszerstenzsystemszdensVer 
bindungsstab |yf-«E] ihrer Bilder yf und zl im zweiten System zu. 

Der Gleichung 274) läfst sich auch noch ein dualistisches Gegenstück an die 
Seite stellen. Da nämlich nach 174) den Formeln 273) die dualistisch entsprechenden 
Formeln 


275) 


ten Bruch 8 = in der Weise, dafs dieser neue Bruch den Seiten 








a= BB], &- [BE], = [HB] 

[B B;| ed [B; B,| nn [Bi B;| 

gegenüberstehen, so erhält man für den Schnittpunkt [VW] zweier beliebigen Stäbe V 

und W, genau ebenso wie oben für den Verbindungsstab |yx] zweier Punkte y und x, 

die Gleichung 

216), 2. a 

und damit den Satz (vgl. Fig. 61): 
Dem Schnittpunkte zweier Stäbe V und W wird durch den Kollinea- 

tionsbruch f der Schnittpunkt derjenigen beiden Stäbe Vf und Wf} zugeord- 

net, welche den Stäben Vund W 


IrW]It=[|V8- WS] 


vw] vw] t durch den adjungierten Bruch 
zugewiesen werden. 
We& Überhaupt ergiebt die neue 


Auffassung der Kollineation als Stab- 
verwandtschaft für jeden oben ge- 


. nn v8 wonnenen Satz eine dualistisch ent- 
sprechende Eigenschaft. Insbeson- 

dere kann man wieder aus der Di- 

Bis Bl stributivität des Bruches f} den Satz 


folgern: 

Jeder Strahlwurf wird durch eine Kollineation in einen Strahlwurf 
von demselben Doppelverhältnis übergeführt. 

Hieraus aber folgt weiter: 

Jedes Strahlbüschel wird durch eine Kollineation in ein projektives 
Strahlbüschel verwandelt. 

Ferner: Bei der kollinearen Abbildung wird das Bild einer Kurve 
zweiter Ordnung wieder eine Kurve zweiter Ordnung. 

Wie in Teil I auf S. 44 gezeigt ist, kann man nämlich jede Kurve zweiter Ord- 
nung als geometrischen Ort derjenigen Punkte x auffassen, welche vier feste Punkte 
a,b,c,d durch einen Strahlwurf von gegebenem Doppelverhältnis g projicieren. Wenn 
aber das Doppelverhältnis eines jeden Strahlwurfes bei der kollinearen Abbildung erhal- 
ten bleibt, so projiciert auch das Bild «f des laufenden Punktes x jener Kurve zwei- 
ter Ordnung die Bilder af, bf, cf, df jener vier festen Punkte durch einen Strahlwurf 
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von dem Doppelverhältnis g, das heifst, auch der Punkt xf beschreibt eine Kurve 
zweiter Ordnung. 

Ganz ebenso läfst sich übrigens aus der Invarianz des Doppelverhältnisses eines 
Punktwurfes der Satz ableiten: 

Bei der kollinearen Abbildung wird das Bild einer Kurve zweiter 
Klasse wieder eine Kurve zweiter Klasse. 

Denn eine jede Kurve zweiter Klasse kann nach Teil II, S. 45 als Enveloppe 
aller Geraden U aufgefafst werden, die von vier festen Geraden in einem Punktwurf 
von gegebenem Doppelverhältnis q geschnitten werden. Wegen der Invarianz des Doppel- 
verhältnisses bei der kollinearen 
Abbildung wird daher auch das 
Bild US der Geraden U die 
Bilder AS, BE, OR, DR jener 
vier festen Geraden in einem 
Punktwurfe vom Doppelver- 
hältnis g schneiden, das heifst, 
selbst ein Kurve zweiter Klasse 
umhüllen müssen. 

Um endlich noch die 
Frage zu entscheiden, ob eine 
Kollineation auch durch vier 
Paare zugeordneter Geraden 
festgelegt werden kann, beweise 
man zunächst den folgenden 
Hülfssatz: 

Sind in einer Ebene 
vıersertades Einieny GGG, 
G, gegeben, von denen keine 
drei durch einen Punkt gehen, 
so läfst sich stets ein Funda- 
mentaldreieck angeben, dessen 
Grundstäbe E,, E,, E, dreien 
von diesen Geraden angehören, 
während zugleich sein Ein- 
heitsstab 

E=E+E+KE, 
in der vierten Geraden gelegen Fig. 62. 
ist (vgl. Fig. 62). 

Zum Beweise bezeichne man mit a,, q,, a, diejenigen drei einfachen Punkte, in 
denen sich die drei Geraden @,, @,, @, schneiden, und mit «a den einfachen Punkt, 
welcher der vierten Geraden @, in Bezug auf das Dreieck a, a, a, als Pol zugeordnet ist 
(vgl. Teil II, S. 54). Mit Rücksicht auf die soeben über die Geraden @, getroffene Fest- 
setzung, nach der keine drei von den vier Geraden @; durch einen Punkt gehen sollen, 
nach der also insbesondere die Gerade @, nicht durch eine Ecke des Dreiecks a, a, Qz 
hindurchgehen darf, kann dann der Pol « der Geraden @, auch nicht mit zweien von 
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den drei Ecken qa,, a,, a, jenes Dreiecks in einer geraden Linie liegen. Der Punkt a 
erfüllt also in Bezug auf das Dreieck a, a,a, die Bedingung, die oben in Teil II, S. 46 
an den Einheitspunkt des Fundamentaldreiecks gestellt wurde. Wählt man daher zu 
Grundpunkten drei vielfache Punkte e,, &, e, welche mit den Punkten qa,, 4, 4, ZU- 
sammenfallen, und deren Massen ım,, m;, It, so bestimmt sein mögen, dafs ein mit a 





Fig. 63. 


kongruenter Punkt e der Einheitspunkt wird, und dafs zugleich [e, &e;] = 1 wird, was 
nach Teil II, S. 46 ff. immer, aber auch nur auf eine Weise möglich ist, so gehören wirk- 
lich nicht nur die drei Grundstäbe E,, E,, E, des Systems den drei gegebenen Gera- 
den G,, @,, @; an, sondern es liegt zugleich auch (vgl. Teil I, S. 53 f.) der Einheits- 
stab # des Fundamentaldreiecks auf der vierten Graden @,. Damit aber ist unser Satz 
bewiesen. 

Will man jetzt zwei ebene Systeme in der Weise kollinear auf einander be- 
zichen, dafs vier gerade Linien von allgemeiner Lage @,, @,, @,, @, in vier andere ge- 
rade Linien A,, H,, H,, H, derselben Art übergeführt werden (vgl. Fig. 63), so wähle 
man als Nenner des Kollineationsbruches f die soeben charakterisierten Punkte e;, als 
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Zähler aber diejenigen Punkte b;, die zu den vier Geraden H in derselben Beziehung 
stehen wie die e; zu den vier Geraden G, das heifst, man benutze als Zählerpunkte 5, 
des Bruches f die Schnittpunkte der drei ersten Geraden H,, H,, H, und bestimme die 
Massen dieser Punkte in der Weise, dafs der Pol der vierten Geraden H, in Bezug auf 
das Dreieck b, b, b, der Einheitspunkt 5 der drei Punkte 5b, wird, und dafs überdies das 
Produkt [d, 5, d5,|=1 wird. Dann gehört zugleich der Einheitsstab des zweiten Systems 
B=B-+DB5B+B, 
der vierten Geraden H, an, und es werden somit durch die Kollineation $ nicht nur die 
San eins be, die. den Geraden G,,G,, GG, angehören, in die Stäbe 5,, B,, 5, über- 
Zeitinre, diesani,. den Geraden H,, H,, H,.liesen, sondern zugleich auch der’ Stab E der 
Geraden G, in den Stab B der Geraden A,, das heifst, es wird wirklich durch den Bruch 





b,, by, b; 
u e, 69, 63 
oder auch durch den adjungierten Bruch 
R ei B, ie, BD; 
Es Bu, Ps 


die gewünschte Zuordnung geleistet. Man hat also den Satz: 
De 0, Kollimestionenzder Ebenestestzulesen, kann man- vier be- 
Lebiven Geraden vonsallsemeiner Lage vier ebensölche Geraden zuweisen. 





Die Frage nach den Doppelgeraden der Kollineation erledigt sich genau ebenso 
wie die nach den Doppelpunkten (vgl. S.69 ff). Aus der Erklärungsgleichung der Doppel- 


geraden D; 
DE rn. ed; 

folgt für die Hauptzahlen N, des adjungierten Bruches $ die Gleichung dritten Grades 
278) . 2... KAR—B) BR — B) ER — B)]=0 oder 


N — (a Bl + EB] + [BR + Ed] + [+ 16, m 1-0. 
Um diese Gleichung mit der Gleichung 266) in Beziehung zu bringen, schreibe man sie 
in der Form 
IE 2 1 
279 (5) a Bl+ EHEN (ge) + Ael+ Belt Bel) 1-0. 
Dann unterscheidet sie sich von der Gleichung 266) für die Hauptzahlen r; des ursprüng- 
lichen Bruches f nur noch dadurch, dafs an die Stelle der Hauptzahl rt, des Bruches f 
der reciproke Wert - der Hauptzahl N; des adjungierten Bruches $} getreten ist, wäh- 
li 

rend die Koeffizienten genau dieselben geblieben sind. Es müssen daher die reciproken 
Werte der Gröfsen N; mit den Gröfsen r; übereinstimmen, und man hat den Satz: 

Diesllaup zeblengdessadjunssesten Bruches 0 sindszu denen des ur- 
sprünglichen Bruches f reciprok. 

Für den Fall, dafs der Bruch f drei reelle, ein Dreieck bildende Doppelpunkte 
d; besitzt, versteht sich dies Ergebnis von selbst. Denn in diesem Falle kann man den 
Bruch £ (nach S. 63) auf die Form bringen 


Bude 
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A NRT, I RIH 

rn 
und erhält somit für den adjungierten Bruch $ die Darstellung 
1,1], sr [aa ee, 10023] 

[d2d;] , (dad, ], [di @;] 
Nun entnimmt man aber aus der Form der Gleichung 266), dafs das Produkt ihrer drei 
Wurzeln r;, das heifst, das Produkt 

DER re ee Sn 

ist, woraus folgt, dafs 





OST) no 


== = N Im, = 
tı ty 13 
ist. Die Gleichung 281) gewinnt daher die Form 
1 1 1 
2 [d.d;], Er [dsd,]; = [dı d;| 
il 2 3 
le N a eat s 
(2 d3], [dd]; (dı ds | 
die das oben für die Hauptzahlen des Bruches fi gefundene Ergebnis bestätigt und zu- 
gleich zeigt, dafs für den Fall dreier reeller, ein Dreieck bildender Doppelpunkte die 
Doppelgeraden nichts anderes sind als deren gerade Verbindungslinien, was sich ja geo- 


metrisch von selbst versteht. 





Achter Abschnitt. 


Die allgemeine reciproke Verwandtschaft. 


In ganz ähnlicher Weise wie die Kollineation läfst sich auch die Verwandtschaft 
der Reciprocität durch einen Bruch mit drei Nennern und drei Zählern darstellen; nur 
hat man als Zähler des Bruches anstatt dreier Punkte Db, drei Stäbe B; zu wählen. Es 
seien also wie bisher zu Ecken des Fundamentaldreiecks drei vielfache Punkte e,, &, €; 
gemacht, deren äufseres Produkt 

284) Pre. ae fe, ee, A 
ist, und es seien aus den Grundstäben dieses Dreiecks 
Pr) ee rn ala, 
mittelst der neun Zahlgröfsen b;, drei neue Stäbe abgeleitet 
B, = Di E, ni b,, E, Er D,; E; 
286) 2.0 Re a ee Br ehn Br DU nee 
b, A De E, 23 d,, E, ar d,, E; 
(vgl. Fig. 64). Das äufsere Produkt dieser drei Stäbe B;, welches übrigens mit Rück- 
sicht auf die schon mehrfach benutzte Gleichung 
TE pe 
der Determinante |b;.| aus den Ableitzahlen b,; der B; gleich sein wird, möge mit b be- 
zeichnet werden, das heifst, es möge 
288) Me Beben 
gesetzt werden.) Dann weist der Bruch 


1) Es wird hier davon Abstand genommen, auch das äufsere Produkt der drei Zähler =1 
zu setzen, da unten auch ausartende Reciprocitäten betrachtet werden sollen, bei denen jenes Pro- 
dukt verschwindet, für die also diese Festsetzung nicht zulässig sein würde. 
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RE en A 


e 
1) 3 
nach dem Begriffe des extensiven Bruches seinen drei Nennern e; die drei Zähler 3; zu, 


EN 


das heifst, es wird 
aufserdem aber führt er, falls man auch bei ihm an der Distributi- 









vität festhält, einen jeden Punkt 
der Ebene, der aus den drei Grundpunkten e; durch die drei Zahl- 
gröfsen x; abgeleitet ist, in denjenigen Stab 

A 
derselben Ebene über, der aus den Bildern B; der Grundpunkte e; 
durch dieselben Zahlgröfsen x; entwickelt wird. 





Fig. 64. 


Man erhält so eine Zuordnung der Punkte und Geraden der Ebene, die den 
Namen reciproke Verwandtschaft oder Reciprocität führt, und die zu der Verwandtschaft 


der Kollineation in enger Be- 
ziehung steht. In der That fin- ne / 
det eine ganze Reihe von Sätzen f 


über kollineare Systeme bei der 
reciproken Verwandtschaft ihr 
Analogon. Dahin gehören fol- 


gende Sätze: x® Sr 
Drei Punkten einer Ge- / yr 
raden entsprechen imirecı- I 
proken Systeme drei Gera- AT 
den, die dutch einen Punkt 
gehen. Fig. 65. 


Ist nämlich x ein Punkt, der mit den Punkten x und % auf einer Geraden liegt 


vgl. Fig. 65), ist also 
Ve = 12 +4y, 
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wo x und y Zahlgröfsen sind, so wird 

zsr=tarHtdyyr. 
Diese Gleichung aber besagt, dafs der Stab xr, der das Bild des Punktes x darstellt, 
mit den Bildern zr und yr der Punkte & und % durch einen Punkt geht. 

Ferner: Die reciproke Verwandtschaft ordnet jedem Punktwurf einen 
Strahlwurf von gleichem Doppelverhältnis zu. 

Der Beweis kann genau so geführt werden, wie bei dem entsprechenden Satze 
über die kollineare Verwandtschaft (vgl. S. 64 f). Man stelle wie dort die Punkte des 
Wurfes in der Form dar 

Er uhren, v= x +5y 


(vgl. Fig. 66), so hat ihr Doppelverhältnis (nach Teil I, S.38) den Wert 3, 


he 
neten, Stäbe des entsprechenden Strahlwurfes im reciproken System besitzen nun aber 
die Werte 


die zugeord- 


zr, yr, ur=ar+gyr, vr=aerH+hyr, 


ihr Doppelverhältnis hat daher nach Teil II, S. 41 genau denselben Wert = 


Ü 
L 
” 


u® 


I6@ 





Y 

Hieraus aber folgt weiter: 

Jede Punktreihe wird durch die reciproke Verwandtschaft in ein pro- 
jektives Strahlbüschel übergeführt, 

jede Kurve zweiter Klasse in eine Kurve zweiter Ordnung. 

Dem Fundamentalsatze der Kollineation endlich entspricht der folgende Funda- 
mentalsatz der reciproken Verwandtschaft: 

Um eine Reciprocität-in’ der Rbene festzulegen, kannman vier Is er 
Lage nach beliebig’ gewählten’ Buünkten vier beliebis’gegebene Goradenzder 
selben, Ebene zuweisen 

In der That braucht man nur drei vielfache Punkte, die mit den drei ersten von 
den vier Punkten kongruent sind, zu Nennern des Bruches und drei Stäbe, die auf 
den drei ersten Geraden liegen, zu Zählern des Bruches zu machen und dabei die 
Massen jener drei Punkte und die Längen dieser drei Stäbe so zu wählen, dafs der 
vierte von den gegebenen Punkten der Einheitspunkt des Nennersystems und ein Stab 
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der vierten Geraden der Einheitsstab des Zählersystems wird (vgl. Fig. 67). Durch diese 
Forderungen sind die Massen der drei Nennerpunkte mit Rücksicht auf die Gleichung 284) 
eindeutig bestimmt. Aber auch die Längen der drei Zählerstäbe sind durch die obigen 
Bestimmungen wenigstens bis auf einen Proportionalitätsfaktor festgelegt; dieser bleibt 
willkürlich, da über den Wert des äufseren Produktes [B,B,B,] der 
drei Zähler keine Festsetzung getroffen ist. 
Da die Reciprocität # den Punkten einer Geraden stets gerade 
Linien zuweist, die durch einen Punkt gehen, so ordnet der Bruch » 
auch jeder geraden Linie des ersien Systems einen Punkt des zweiten 
zu. Indes wird diese Beziehung der Geraden des ersten Systems auf 
die Punkte des zweiten durch den Bruch # nur indirekt vermittelt. 








/ 


Man erhält aber auch hier wieder eine direktere Darstellung dieser Abbildung von Ge- 
raden auf Punkte, wenn man neben dem Bruche # einen adjungierten Bruch R ein- 
führt, dessen Nenner und Zähler die multiplikativen Kombinationen ohne Wiederholung 
zur zweiten Klasse aus den Nennern und Zählern des Bruches = sind, das heiist, 
wenn man setzt 


[BB;]|, [BB], [Bı B;] 











293 ne oder 
nal, Tach, Inc) 
Deore DB: 
294 ep, 2! ae wo 
n E,, Es, E; 
295) Ilse, 25 se). = ee] und 
296 a ee DelbsB br ibeb, |, 0. [8,B;] 


ist (vgl. Fig. 68). Die Zählerpunkte db; lassen sich hier übrigens leicht als Vielfachen- 
summen der Grundpunkte e;, darstellen. Dazu führe man in die Gleichungen 296) auf 
den rechten Seiten die Ausdrücke 286) ein und multipliziere aus unter Berücksichtigung 
der Gleichungen 

Sehr ern, ER] =e; 
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dann erhält man die Gleichungen: 
b, = Buıeı + Birke + Bıse 


{N u a 
x ı 
b; — By 6 + Bapeg + Bs5 65, 
in denen die B;, die Unterdeterminanten der Determinante b = |b;. | sind. 





Um jetzt den Nachweis zu erbringen, dafs der Bruch R wirklich die gewünschte 
Beziehung zwischen den Geraden des ersten und den Punkten des zweiten Systems her- 
stellt, hat man zu zeigen, dafs der Bruch R den Verbindungsstab 
[yx] zweier beliebigen Punkte y und # in den Schnittpunkt [yr -xr] 
derjenigen beiden Stäbe yr und x” überführt, welche durch den 
Bruch # den Punkten y und x zugewiesen werden. Dazu setze man 
wie gewöhnlich (vgl. Fig. 69) 


j y-yıa te + Y3&% 


\#==3%&4-+ 32% + 356; dann wird 























Dot: Ysl Ya, 
a) ee a a 
d2 ds ö3 di ö1 d2 
also wegen 294) 
Vo): Y; 1 Yı Va 
300) 26 ee 
02 d3 d3 d1 d1ı 2 
Andererseits wird 
yr=yB +%B,+1B;, 
»r=yuB +3» B+3%B; 
also mit Rücksicht auf 296) 
5 )> Y5t yı Va 
BULLET] -| ie b, + je b, + ar. Bi, 
62 d3 ds di d1 d2 

















und es wird daher wirklich 
BU2 U 


ri [yr -zr] = |y2]|R, 
das heifst, man hat den Satz: 











A Ze A ee 
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DeraBruch Rr demaders Reciptocitätsbrucheirr adjungiert ist, weist 
allgemein dem Verbindungsstabe zweier Punkte den Schnittpunkt derjenigen 
beiden Geraden zus diezdiesen.beiden Punkten in der Reciprocität vr ent- 
sprechen. 

Es ist ferner von Interesse, die zu 302) dualistische Formel zu entwickeln. Dabei 
hat man zu beachten, dafs wegen [e,&e;] = 1 zwar wie‘ früher 

Seelen BElea.rBles 
wird, dafs aber wegen [B, B,B,]| =D, das Produkt 

Bol BB BB. BrB: Be Wela Gleichr105) 
=[B,B,B;| B, = bB, wird und Entsprechendes gilt für die bei- 
den andern Produkte [5,d,] und [d,6,|. Man erhält also die Formeln 
I 


304) Sa an, Be er 
b [mr 
Y*] 
y VR 
X 
WR 





Fig. 69. 





Sind daher V und W zwei beliebige Stäbe, die aus den Grundstäben #, durch die Zahl- 
gröfsen dv; und w; abgeleitet sind, das heifst, ist 








V=-v,wA+8%B+%E, 
305) 3 ; 
W ——— ID, E, 4 ID, Ey, — ID; Es, 
so wird 
v, d. v, d Dieb, 
oh a A aa re ae 
1, 10, 1; WW, Yw, 10, 
also mit Rücksicht auf 289) 
! dv, d; v, d vd. 
in aa ae I Se 




















Andererseits wird 
Ru 205,176 
es iw,d, + Ww,d, + W,b,, also wegen 304) 
dd, 4 da 
1; WW, 


v, d; 
YD, 10; 


308) . ERIZRSWER B, + DB. 




















dw, 1, 


Die gesuchte zu 303) dualistische Formel lautet somit 
Sn VA . [V/R-WR]=1I[VW]r, 
und man erhält den Satz (vgl. Fig. 70): 
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Dem Schnittpunkte [FW] zweier Stäbe Y und W wird durch den Reci- 
procitätsbruch # die Verbindungslinie derjenigen beiden Punkte VRund WR 
zugewiesen, auf welche die Stäbe Y und W durch den adjungierten Bruch B& 
abgebildet werden. 

Die so gewonnene neue Auffassung der Reeiprocität als Stab-Punkt-Zuordnung 
ergiebt wieder zu jedem Satze über die reciproke Verwandtschaft den dualistisch ent- 
sprechenden Satz; insbesondere erhält man die Sätze: 

Jeder Strahlwurf wird durch die Reciprocität in einen Punktwurf von 
gleichem Doppelverhältnis abgebildet, 

jedes Strahlbüschelsin.eme projektivesEunktreilie, 

jede Kurve zweiter Ordnung in eine Kurve zweiter Klasse. 





Die Einführung der Brüche 
I rer 1 Es HI: 
ia Ma) I 2 
für die zur Verwandtschaft », PR} inverse Verwandtschaft mufs an die Bedingung ge- 
knüpft werden, dafs die beiden äufseren Produkte ihrer drei Nenner von Null verschie- 
den seien. 





310) und 311) 





! ,‚ das heifst 


r 
das Produkt [B, B, B,] = 0, also nach 288) b=0, so würde zwischen den Nennern B; 
dieses Bruches eine Zahlbeziehung bestehen müssen. Eine solche Zahlbeziehung zwischen 
den Nennern eines extensiven Bruches, dessen Zähler linear unabhängig sind, wider- 
spricht aber dem Begriffe des extensiven Bruches. Ein solcher Bruch nämlich sollte 
nach seiner Erklärung erstens seinen drei Nennern die drei Zähler zuweisen und zwer- 
tens bei der Multiplikation mit einer Vielfachensumme aus den drei Nennern distribu- 
tiv sein. Diese beiden Eigenschaften aber sind nicht mit einander vereinbar, sobald 
zwischen den Nennern eine Zahlbeziehung herrscht, der nicht die entsprechende Zahl- 
beziehung zwischen den Zählern zur Seite steht. Aus einer zwischen den Nennern des 


Denn wäre zum Beispiel das Produkt der drei Nenner des Bruches 


Bruches — obwaltenden Zahlbeziehung 
B=g4B+%B; 


würde nämlich durch Multiplikation mit dem Bruche = die Gleichung folgen 
1 1 
B—=(q,B B,) — 
Bin: (4 Bi + %B;) 9 


für die man wegen der Distributivität des Bruches = auch schreiben kann 


BB, — Qı Be (a Er oder wegen 310) 
3 — (re + 92: 
Jede Zahlbeziehung zwischen den Nennern eines extensiven Bruches zieht also 
nach dem Begriffe eines solchen Bruches die entsprechende Zahlbeziehung zwischen den 
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Zählern nach sich. Da nun aber bei den beiden Brüchen 310) und 311) zwischen den 
Zählern überhaupt keine Zahlbeziehung bestehen kann, insofern ja die beiden Zähler- 
produkte [e, &e;] und [E, E, E,] beide = 1, also sicher von Null verschieden sind, so 
ist der Fall eines verschwindenden Nennerproduktes ganz von der Betrachtung auszu- 
schliefsen. 

Von den beiden sich so ergebenden Bedingungen [B, B, B,| = 0 und [b, b, b,] —& 0 
ist übrigens jede eine Folge der andern; denn es wird nach 304), 61), 296) und 288) 

[d, 5, 5,] = b[B;b,] = b[b, B,] = b[B, B,B,], also 
Deere |B,B,B,;|: 


1 
Ist aber die für die Existenz der Brüche = und TR erforderliche Bedingung b = 0 
erfüllt, so sind diese Brüche, wie ihre Form zeigt, ebenso wie die Brüche » und P%, Aus- 


drücke einer gewissen Reciprocität, und zwar ist der Bruch — der Ausdruck für die zur 
Yy 


Verwandtschaft # inverse Stab-Punkt-Zuordnung und der Bruch = der Ausdruck für 
v® 


die zur Verwandtschaft PR inverse Punkt-Stab-Zuordnung. In’der That wird die durch 


den Bruch # bewirkte Abbildung durch den Bruch - wieder rückgängig gemacht und 


1 
umgekehrt, und Entsprechendes gilt von den Brüchen Z und —; das heifst, es bestehen 


RL 
die Gleichungen 
di 
Sr ee SEE reln 
r r 
315) a 316) Den 
Se R R 
Diesen Beziehungen kann man aber noch eine andere Form verleihen. Setzt man nämlich 
Sr 50 nimmerdie Gleichung’ 313) die Form an 
ey a 2-U., und man hat den Satz: 

Wenn das äufsere Produkt der Zähler von », das heifst das Produkt 
Bios ümeıscoden swascnach”286) dasselbe ist, 
re Ve stesowisudie Gleichung 
rer = Üenach zraullösbar und ergiebt fürn. den Wert 
Some er... ner, 

r 


Verschwindet hingegen das äufsere Produkt der drei Zähler von 7, so verliert 
der Bruch . seine Bedeutung. Bei gegebenem U und r wird alsdann durch die Glei- 


chung 317) der Punkt & noch nicht eindeutig bestimmt. 


Setzt man andererseits 
Bel, 2er =%, 50 verwandelt sich die Gleichung 318) in 


SE und man erhält also den Satz: 


Pe 
Fig: 
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Wenn das äufsere Produkt der Zähler von R, das heifst das Produkt 


323) . 2»... 65] 0 Aist’öder; was nach 312) dasselnesiet, 

Ba ee el zerst asor sta erlutereyuıe 

321) . . 2 „u - UR=E nach-Urauflsspar Undkerniep nelraenewert 
1 


Verschwindet hingegen das äufsere Produkt [b, 2, b,|, so verliert der Bruch - 


seine Bedeutung. Bei gegebenem x und I} wird alsdann der Stab U durch die Gleichung 
321) noch nicht eindeutig bestimmt. 


Von den vier Brüchen ® und E L und sind daher die beiden ersten und 
v 


die beiden letzten gleichartige Gröfsen. Der Bruch B insbesondere hat es mit dem 
Bruche # gemein, dafs er wie dieser eine Reciprocität darstellt, aufgefafst als Punkt- 
Stab-Zuordnung. Aber trotzdem sind diese beiden Reciprocitäten im allgemeinen keines- 
wegs mit einander identisch oder auch nur bis auf einen Zahlfaktor einander gleich. 
Dies erkennt man sofort, wenn man die drei Stäbe bestimmt, die durch den einen Bruch 
\ en u den Nennerpunkten e; des andern Bruches # — allein zugewiesen 
IR eb, Er Eysi6s 

werden, und die Ausdrücke für diese Stäbe mit denen für die Stäbe e,% = B; vergleicht, 
in welche dieselben Punkte e; durch den Bruch » übergeführt werden, das heifst nach 
286) mit den Ausdrücken 

325) Be une. b;ı FE, + Do Es -/- Dis EFa3. 
Dazu stelle man ee die Nenner e; des Bruches » als Vielfachensummen der Nenner 








b, des Bruches 4, dar. Nach 298) bestehen zwischen den b. und e; die Gleichungen 


b, = Buıcı + Die + Biss 
b, = Baıcı + Boa + Bas 6 
b; — Da 6 + Das + Ds; &- 
Multipliziert man diese drei Gleichungen mit den Faktoren bj;, Da;, da;, addiert und be- 
rücksichtigt die aus der Theorie der Determinanten bekannten Gleichungen 
326) ET ae: JEDSFE, + pyDap} + Dz;dg; = b und 
327) ET Fe re: 04 Dir Ze 045 Dar + 0 dg, = 0, iz k, 
so erhält man 


be; = biibı + daiba + Da;b3, also 


u z (b1:d1 + Daiba + baibs). 


Man bekommt daher für die drei Stäbe, welche durch den Bruch = den Nennern e; 
v 


328) 


des Bruches # zugewiesen werden, mit Rücksicht auf 311) die Ausdrücke 
1 1 
Hug (bu Ei + 0x Er + ba; E3), 


die sich von den Ausdrücken 325) für die Stäbe «” aufser durch den Zahlfaktor - 


329). nie race 
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noch dadurch unterscheiden, dafs die Ableitzahlen in der Klammer gegen die Ableit- 
zahlen der Stäbe e;r transponiert sind. Die Geraden der Stäbe e;” und 67 sind daher 


im allgemeinen von einander verschieden, das heifst, es werden einem jeden von den 


drei Grundpunkten und somit überhaupt jedem Punkte der Ebene im allgemeinen zwer 


auch ihrer Lage nach verschiedene Stäbe zugeordnet sein, je nachdem man jenen Punkt 
als Punkt des ersten oder des zweiten Systems auffafst und also zu seiner Abbildung 


den Bruch » oder den Bruch = verwendet. 


Insbesondere werden auch jedem emendlich fernen Punkte der Ebene im allge- 
meinen zwei verschiedene Stäbe entsprechen, und diese Stäbe gruppieren sich, falls man 
sämtliche unendlich fernen Punkte abbildet, zu zwei Strahlbüscheln.. Wie schon oben 
bei der Kollineation gezeigt wurde, lassen sich nämlich die unendlich fernen Punkte, das 
heifst die Strecken g der Ebene, sämtlich aus zwei Grundstrecken, etwa aus den Strecken 





e e e e. 
ee 
m, N; m, 1; 
numerisch ableiten, also unter der Form 
SE 0er 


darstellen. Fafst man diese Strecken als Elemente des ersten Systems auf, so werden 
sie durch den Bruch » in die Stäbe 

BIN een Hr rgr 
übergeführt. Den lich fernen Punkten (den Strecken) des ersten Systems entspre- 
chen daher wirklich die Stäbe eines Strahlbüschels. Der Scheitel dieses Strahlbüschels, 
das heifst der Punkt 

Bee Be orr.00r) 
möge der Mittelpunkt des zweiten Systems genannt werden. 

Betrachtet man dagegen die unendlich fernen Punkte, das heifst die Strecken g 
der Ebene, als Elemente des zweiten Systems, bezeichnet sie als solche mit dem Buch- 
staben » und benutzt als Grundstrecken dieses Systems die Strecken 

b b. Mb: 


/ 1 3 2 
Er N ‚h,- 
Vs I: 


ä 





wo die Nenner ın; die Massen der Punkte 5; bezeichnen, so wird 
a ee een ishatd,n 
Für die Stäbe fa ersten Systems, Bach et, Strecken % entsprechen, be- 


kommt man also die Darstellung 
1 1 1 


aus der für den Scheitel des von ihnen beschriebenen Strahlbüschels, das heifst für den 
Mittelpunkt s des ersten Siystems, der Wert hervorgeht 


al I 
337) Q ä . £ s 2 P ä .s$S= E R . h, 75 & 
Nebenbei entnimmt man noch aus der Thatsache, dafs die Reciprocitäten # und 


= 
R 


die unendlich fernen Punkte der Ebene in Stäbe eines Strahlbüschels überführen, also 





4* 
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in derselben Weise umwandeln wie die Punkte einer Geraden, dafs es auch bei der Be- 
trachtung reciproker Systeme vorteilhaft sein wird, sich die unendlich fernen Elemente 
auf einer Geraden vereinigt zu denken und ebenso wie bei der kollinearen Verwandt- 
schaft von der unendlich fernen Geraden der Ebene zu sprechen. 

Übrigens lassen sich die beiden Mittelpunkte s und ? der beiden Systeme auch 
leicht als Vielfachensummen der Grundpunkte darstellen. Für die den Strecken 9, und 
g, des ersten Systems zugeordneten Stäbe g,r und 9,” ergeben sich nämlich aus 330) 
und 289) die Werte 

B B Pe: 

BET (ES ee Men 

Man erhält also für den Mittelpunkt des zweiten Systems nach 333) die Darstellung 
[22 2) Bl, Ba], BB 


um DANN, tnE m,M, N, U, m, ı, 











339) 
oder wegen 296) 


310 pe bb, mb; 


m, m, m, 





Entsprechend findet man für den Mittelpunkt s des eısten Systems den Ausdruck 
Faber 
FF n,n,n, i 
in dem die Zahlgröfsen n; die Massen der Punkte 5b; bedeuten. Aus der allgemeinen 
Massenformel 181) folgen daher für sie mit Rücksicht auf 298) die Werte 

BA). un nn. ie Bay + Bam Du. 


341) 





Neunter Abschnitt. 


Das Polarsystem. 


Die Beziehung zwischen den beiden Ausdrücken 325) und 329) für die den 
Grundpunkten e; im zweiten und ersten System zugeordneten Geraden tritt noch etwas 


' 1 
deutlicher hervor, wenn man anstatt des Bruches RB den von ihm nur um den konstan- 


ten Zahlfaktor b verschiedenen Bruch 2 verwendet, der ja geometrisch dieselbe Reci- 


procität definiert wie der Bruch = nur dafs alle Stäbe gegen die entsprechenden Stäbe 


1 EN SE a 
der Verwandtschaft R noch mit einem konstanten Zahlfaktor b multipliziert erscheinen. 
Für diesen Bruch gelten die Gleichungen 


343) reale. ar — Di; E, —+ Ds; Es + D3; 3 . 


N b 
Die Ausdrücke für die so gewonnenen Stäbe e; R unterscheiden sich daher von den für 


die Stäbe e;# in 325) angegebenen Werten nur noch dadurch, dafs ihre Ableitzahlen gegen 
die der Stäbe e;r transponiert sind. Sollte daher allgemein für jeden Wert von © und %k 


344)... se ea, 

















H. Grafsmann, Punktrechnung und projektive Geometrie. 87 











sein, so werden die beiden Ausdrücke 325) und 343) identisch, das heifst, es wird 


DD Wer Er a =, De 2.0 3r 
und somit wird auch allgemein für jeden beliebigen Punkt & 
b 
BED en ARE Br = 1. 
) Ir—=% R 


Man kann daher auch die Brüche #* und = selbst einander gleich setzen und 


erhält so die Gleichung 


BEN a De Er re 7 — 2; und damit den Satz! 
® 


Eine reciproke Verwandtschaft 7, deren Ableitzahlen den drei Be- 
dingungen bj, = by Genüge leisten, stimmt bis aufeinen Zahlfaktor b mit dem 
reciproken Werte der adjungierten Verwandtschaft R überein. 

Diesem Ergebnis kann man noch eine andere Fassung geben. Multipliziert man 
nämlich die Gleichung 346) mit R, so erhält man 

N b 


oder mit Rücksicht auf 316) 
BAD ee rrahR=dr. 

Diese Gleichung We 

Eine reciproke Verwandtschaft r, deren Ableitzahlen den drei Be- 
dingungen by, = bu genügen, hat die Eigenschaft, dafs jeder Stab xr, der aus 
einem beliebigen Punkte x vermöge der Verwandtschaft = hervorgeht, durch 
die adjungierte Verwandtschaft R in den mit dem Punkte x kongruenten 
Punkt bxz übergeführt wird. 


Wegen dieser Eigenschaft nennt man eine reciproke Verwandtschaft, deren Ab- 
leitzahlen den Gleichungen b;;—=bj;; genügen, involutorisch und benutzt für eine solche 
involutorische Reciprocität noch den besonderen Namen „Polarreciprocität“. Ferner 
sagt man von den beiden Systemen, die einander durch eine Polarreciprocität zuge- 
wiesen werden, sie bilden zusammen ein Polarsystem. Auch bezeichnet man wohl 
die Verwandtschaft selbst als ein Polarsystem. Zur Unterscheidung von der allgemeinen 
Reciprocität 7, wollen wir für den Verwandtschaftsbruch eines solchen Polarsystems den 
besonderen Buchstaben » einführen und für den adjungierten Bruch den Buchstaben P. 

Man nennt ferner die einem beliebigen Punkte & in einem Polarsystem », P 
zugeordnete Gerade ©» die Polare des Punktes x in dem Polarsystem 9, P und um- 
gekehrt den einer beliebigen Geraden U zugeordneten Punkt UP den Pol der Ge- 
raden U in dem Polarsystem 9, P. 

Die Brüche » und P für das Polarsystem genügen zunächst selbstverständlich 
allen denjenigen Formeln, die oben für eine beliebige Reciprocität entwickelt sind. Der 
Übersicht wegen seien sie hier unter Benutzung der neuen Bezeichnung noch einmal 
zusammen gestellt. Es sind die Formeln: 


zer B;; B5; BD; — 2 Ö2> de 
349) ae Ja 6, aa 350) a I 
B= Dr 


al) 2... le p= BD, BEN a ei 
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1 a lea WEINE 
= pe BSDsERS 32) IP: DO 
1 s Rn 
ED ze = 6%, Böhler bi ei: 
357) & mir ri —rle,o) een |2 0 Bene lee 
338)02. nr Dr = I D.B\ Dr Dh ww Ber!) 
Bow rel er SED Tre 
361) ao [e; E;] = [B; ei] = ik. 362) a [lei Er] — [Er e;] == 0, zZ NR 
363) gt ER B; = b;ı E, -H D;2 Es -H D;3 Es, 
364) tn nn. Be Br + Baaa-+ DBises, 
wo die 9;. die Unterdeterminanten der Determinante 
Dr Drlsesind. 
365) ER. 27 ‘er B;] — bir | = b, 366) ale Ib, b, b,] = Bir] = BD: 
SCOerse elnelnen a een ME) = e,, 
SDS aem Sn ELer [8,5,1,D2,. 20 5 et, 0, 


Aus den letzten Gleichungen folgt noch, dafs der adjungierte Bruch des adjungierten 
Bruches P, das heifst der Bruch 
=, [d, d,], [d b,1, 1, b,] 
309) Gun need a : 
[B, E.) [B.B.) (B, 2, 
sich von dem ursprünglichen Bruche » (vgl. Gl. 349) im Allgemeinen (so lange nämlich 
b=0 ist) nicht wesentlich unterscheidet, denn er läfst sich auch in der Form schreiben 








3703 rer ER Ta AI Eee 
ae 
und es wird also 
are Een aeliyn 
Weiter wird: 
272) .. . yn:zpl = [y2P, 225. | ER.WR hl2W», 
T r 1 
374). . De 378). Fr 
BToyme re U, IT 2, P=a 
Wenn ferner 
EYE) Or ya a, Burkiche [klang 
STD Se Mar a 2D.—D. 
nach x auflösbar und ergiebt für x den Wert 
Bolt; Inka A See ER 
p 
und andererseits ist unter derselben Bedingung die Gleichung 
331) 2.2 ara rer ae er 
nach U auflösbar und liefert für U den Wert 
i) 
382) 5... 20 a DW NE Ba TB: 


Zu diesen Formeln, welche sämtlich auch noch für jede beliebige Reciprocität 
gelten, treten nun weiter diejenigen Formeln hinzu, die dem Polarsystem eigentümlich 
sind, also zunächst die Bedingungsgleichungen des Polarsystems 
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2 ee day as denen nibch folst,;dafs auch 
384) . . . . . . . . . Pr = — Di 
ist. . Ferner die oben aus 383) abgeleitete Formel 
SOHNE ED g: für die man auch schreiben kann 386) P = r oder 
1 p 1 BR 
387) Det und 388) DE 


Endlich die Formeln, die den involutorischen Charakter des Polarsystems ausdrücken, 
nämlich die Formel 


SON EL ee a 
und andererseits die aus s 375) und 388) ensprngend Formel 
SE) mel ee I 


Von diesen beiden Böen zeigt nämlich die erste:- Wenn U die Polare von x, also 
U=xp ist, so ist zugleich x der Pol von U; denn es ist ja zufolge 389) dann UP= ba. 
Und umgekehrt zeigt die zweite Formel (390): Wenn x der Pol von U, also =UP 
ist, so ist zugleich U die Polare von x; denn es ist ja nach 390) dann zp =bU. 





Man kann übrigens den Bedingungsgleichungen 383) des Polarsystems durch 
Einführung der Grundpunkte e, und ihrer Polaren B; noch eine andere Form geben, die 
für geometrische Folgerungen vielfach geeigneter ist. Mit Rücksicht auf die Gleichungen 
363), 361) und 362) wird nämlich 


SE he EB woden wegen säk) 
392) Be n Dd = = [er - sp]. 

Die Een eldichungen 383) verwandeln sich daher in die Gleichungen 
Se lese pl je: en) 


Diese Gleichungen, weite eine Beziehung zwischen je zwei Grundpunkten e; und e, und 
ihren Polaren e;p und e;p enthalten, sind um so wichtiger, als sich aus ihnen die ent- 
sprechende Beziehung für irgend zwei beliebige Punkte y und x und ihre Polaren yp 
und 9 ableiten läfst. Dazu führe man in den Ausdruck [z-yp] für die Punkte x und y 
ihre Ableitausdrücke 


3 3 
De > wa und y= >=; yr er ein und bekommt so 
pl = & se) ; 2} yr a)e] 
(a) (n)] 
3 
-— NS; N 3,9, [e;- ep], das heifst wegen 393) 
>> 
3 3 
zZ >, > 39x [er - ei 9] 
= -I3: Y 3: | er © p)] 


- (y- ep]. 


| 
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Es besteht also wirklich für beliebige Punkte y und x die 


: 2 | 
IP Gleichung 
394) li. ee ereyple [yerpis 
x sie möge die erste Grundgleichung des Polarsystems 
heifsen. Aus ihr folgt insbesondere, dafs mit der Gleichung 
Y [x:yp] = 0 stets die Gleichung [y-xp] = 0 


verknüpft ist, und damit der Satz: 
Wenn »raufrdersPolarezeines’ Punktes yliest=eo 
liegt auch y auf der Polare des Punktes x (vgl. Fig. 71). 


Eine andere geometrische Folgerung ergiebt sich aus den Definitionsgleichungen 


fio.. 


des Polarsystems 
385) . . B . . . . . . . . Dj. = Di, 





rn B] 


e 
1 


Fig. 72. 


wenn man nach den Beziehungen fragt, die zwischen den Zähler- und Nenner-Dreiecken 
des Bruches 9 (also auch des adjungierten Bruches P) herrschen (vgl. Fig. 72). Dazu 
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bestimme man die Schnittpunkte der Stäbe E, und B; von gleichem Index und erhält 
IE, B] gr 0,.[E,#,] ie 0,1, E,| 
oder wegen 88) und 367) 
| [E,B,] = b,,e; — d,,e, und entsprechend 


SGD)S Te 7 [E,B,] = bye, — D6; 
| [£,B;] in be, . 


Die Addition dieser Gleichungen aber liefert mit Berücksichtigung der Definitions- 
gleichungen des Polarsystems (383) die Gleichung 


SE TE RITTEB LIEB] =0. 


Zwischen den drei Schnittpunkten |[Z; B;] der drei Paare entsprechender Seiten der beiden. 


Nenner- und Zähler-Dreiecke e, e,e, und b, b,b, besteht also eine besonders einfache Zahl- 
beziehung. Aber schon aus der 
Thatsache, dafs zwischen den 
drei Punkten |E; B;] überhaupt 
eine Zahlbeziehung herrscht, 
folgt der Satz: 

Die Schnittpunkte 
der dreiPaare entsprechen- 
der Seiten des Nenner- und 
Zähler-Dreiecks eines Po- 
larsystems 9, P liegen auf 
einer Geraden. 

Und aus dieser Eigen- 
schaft folgt bekanntlich nach 
dem Satze von Desargues die 
andere: 

Die-Verbindunss- 
lüngewzentsprechender 
EckensbeiderDresecke 
schneiden sichaimeinem Bier 73. 

Enikte: 
Sie ergiebt sich übrigens auch direkt analytisch, wenn man durch Multiplikation 
der Gleichungen 364) mit e; die zu 395) dualistischen Ausdrücke bildet: 
le b,| —D, E,— ®,E, 
I lerbile Bas, IB: 
[esd;] = 2: E, ER D2 E,, 
sodann wieder diese Ausdrücke addiert und dabei die Gleichungen 9. = Bu berück- 
sichtigt. Auf diese Weise erhält man die zu 396) dualistische Gleichung 
BgS)r ma el le, .le,0,) 0, 
welche die genannte Eigenschaft ausspricht. 
Nennt man noch zwei Dreiecke, die zu einander in der durch die beiden letzten 
Sätze ausgedrückten Beziehung stehen, zu einander perspektiv, so kann man die bei- 
den gewonnenen Ergebnisse auch in den Satz zusammenfassen: 











[abi] 
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Das Nenner-Dreieck eines ar ist zu seinem Zähler-Dreieck 
perspektiv. 

Dieselbe Eigenschaft teilen übrigens wegen der Gleichung 394) auch je zwei be- 
liebige Dreiecke, die einander durch das Polarsystem zugewiesen werden. 





Man wird den Bedingungsgleichungen des Polarsystems Dj, — bj); ganz sicher ge- 
recht, wenn man die Koeffizienten 
Seren . 2: be—= 0 wähltfür jerzweı verschiedene Werte 
der Indices © und %, an jeher Achten mit gleichen Indices aber, das heifst die Gröfsen Db,,, 
willkürlich läfst (vgl. Fig. 73). Dann verwandeln sich die Gleichungen 363) in 
A400) ee Bd 
und der Bruch » nimmt daher die 
Gestalt an 
A ee en 
er > &, 
welche zeigt, dafs er den Ecken des 
Fundamentaldreiecks deren Gegen- 
seiten als Polaren zuweist, aufserdem 
aber dem Einheitspunkte 
402) . . e=e +&,+e 
den Stab 
403) ep=b,E, +0,E, + b,E,, 
das heifst mit Rücksicht auf die Will- 
kürlichkeit der b;;, einen ganz belie- 
bigen Stab der Ebene. 
Fig. 74. Er Bezeichnet man noch ein Drei- 
eck, dessen Seiten :die Polaren der 
gegenüberliegenden Ecken hinsichtlich eines Polarsystems bilden, als ein Polardreieck 
des Polarsystems, so läfst sich das gewönnene Ergebnis in dem Satze aussprechen: 
Um ein Polarsystem festzulegen, kann man ein Polardreieck des 
Systems willkürlich annehmen und aufserdem noch einem beliebigen vier- 
ten Punkte eine beliebige Gerade als Polare zuweisen. Dadurch ist dann 
das Polarsystem bis auf einen konstanten Faktor, von dem die ae der 
Stäbe abhängt, eindeutig bestimmt. 








An die Stelle der Frage nach den Doppelelementen, welche bei den kolli- 
nearen Systemen hervortrat, stellt sich bei der reciproken Verwandtschaft und insbe- 
sondere auch bei dem Polarsystem die Frage nach denjenigen Punkten, die auf ihren 
zugeordneten Geraden liegen. Dieser Forderung aber entsprechen hier nicht nur ein- 
zelne diskrete Punkte, sondern die sämtlichen Punkte einer Kurve. Diese Kurve heifst 
die Polkurve der Verwandtschaft. 
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Man versteht also insbesondere unter der Polkurve eines Polarsystems den 
geometrischen Ort derjenigen Punkte x der Ebene, die auf ihren Polaren x» liegen. 
Diese Erklärung liefert sofort die Gleichung der Polkurve eines Polarsystems; denn diese 
hat ja nur auszudrücken, dafs das äufsere Produkt aus dem Punkte x und seiner Polare 
xp verschwindet. Die Gleichung der Polkurve lautet: also 

ET BA ee a er ea 
und stellt, wie man te aus ihrer Form entnehmen kann, eine Kurve zweiter Ord- 
nung dar. In der That wird die Kurve 404) von einer jeden Geraden |yx]| in zwei reellen 
oder imaginären Punkten geschnitten (vgl. Fig. 74). Substituiert man nämlich in die 
Gleichung 404) für x den Ausdruck y-+hx für den laufenden Punkt der Geraden [yx], 
so erhält man für den Parameter h ihres Schnittpunktes mit der Kurve die Gleichung 


Al ee hr) p|= 0° oder 
406) .. . .. Wypl+bl ypl+lWy rP) +’ zpl=0, 
die man mit Rücksicht auf die erste Grundgleichung des Polarsystems 
SI EN . .[%-yp]=|y-zp] auch in der Form schreiben kann 
la Ale Y pl + 2b: ypl+ bel zpl=®9. 


Diese in h quadratische Gleichung liefert für den Parameter I) die beiden Werte 
hal — x: yp] + Ve: yp?—ly: vr] & ap], 








408) 


b, BE 
Die Kurve wird also in der That von einer jeden Geraden [yz] in zwei reellen oder 
imaginären Punkten geschnitten, nämlich in den Punkten 
Al er eV arunda el l,r, 

und ist somit eine Kurve zweiter Ordnung, das heifst, man hat den Satz: 

Die Polkurve eines Polarsystems ist eine Kurve zweiter Ordnung. 

Die Polkurve gewinnt für 
das Polarsystem dadurch noch eine 
besondere Bedeutung, dafs sie eine 
anschauliche Darstellung der Be- 
ziehung zwischen dem Pol und der 
Polare eines Polarsystems ermög- 
licht. Um diese zu finden, denke 
man sich in der Gleichung 407) etwa 
den Punkt y fest gegeben, den 
Punkt x aber in der Ebene beweg- 
lich und frage nach denjenigen Punk- 
tens, dern Ebene, dien von dem 
Punkte y durch die Polkurve harmo- 
nisch getrennt werden (vgl. Fig. 75). 
Dazu hat man die Bedingung auf- 
zustellen, der die Punkte z genügen 
müssen, damit die Gleichung 407) für den Parameter ) zwei entgegengesetzt gleiche 





Fig. 79. 


Werte 6, =b und bh, = — h liefere, damit sich also für die Schnittpunkte x, und x, der 
Geraden [yx| mit der Kurve zwei Werte von der Form 
A eur h2 und zn ey—b% 





3 * 
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ergeben. Man findet diese Bedingung, wenn man den Koeffizienten von h in der 
Gleichung 407) gleich Null setzt, und erhält so für die Punkte x, welche vom Punkte 
harmonisch getrennt werden, die Gleichung 

7 a a 

Diese Gleichung sagt aus: 

Alle Punkte x, welche von einem gegebenen Punkte y durch die Pol- 
kurve eines Polarsystems 9, P harmonisch getrennt werden, liegen auf 
einer Geraden, nämlich auf der Polare y» des Punktes y in Bezug auf das 
Polarsystem. 

Die Polare yp eines beliebigen Punktes y in Bezug auf ein Polarsystem ist also 
identisch mit der gewöhnlichen Kegelschnittspolare jenes Punktes in Bezug auf die Pol- 

Br kurve des Polarsystems. Insbesondere sind die 

Z drei Zählerstäbe D;= e;p des Bruches 9, welche 
den Nennerpunkten e; durch das Polarsystem zu- 
geordnet werden, die Kegelschnittspolaren der 
Grundpunkte e; in Bezug auf die Polkurve des 
Polarsystems. 


Doch hat die oben gegebene Definition der 
Polare eines Punktes durch ein Polarsystem inso- 
fern einen Vorzug vor der Erklärung durch einen 
Kegelschnitt, als bei Zugrundelegung des Polar- 
systems die Polare auch dann noch aus reellen 
Elementen konstruierbar bleibt, wenn der Kegel- 
schnitt, das heifst die Polkurve des Polarsystems, 
imaginär wird. 

Eine besondere Besprechung erfordert noch 
der Fall, wo der Punkt y, dessen Polare y9» zu- 
folge der Gleichung 411) von dem Punkte x beschrieben wird, selbst auf der Polkurve 
[ep] = 0 gelegen ist, also der Gleichung 

412) er [y:yp] = 0 
genügt (vgl. Fig. 76). 





In diesem Falle liegt der Punkt y, wie die Gleichung 412) zeigt, auf seiner 
Polare yp, was übrigens auch aus dem Begriffe der Polkurve hervorgeht. Die oben 
betrachtete Gerade |[yx], welche einen beliebigen Punkt x der Polare y9 mit y verbin- 
det, ist daher identisch mit der Polare 49» des Punktes y. Aus der Voraussetzung, nach 
welcher der Punkt y ein Punkt der Polkurve ist, folgt aber weiter, dafs von den beiden 
Schnittpunkten 2 =y+h,xz und x, —=y-+ b,x der Geraden [yx] und der Polkurve sicher 
der eine, sagen wir der Punkt x =y-+ D,x, mit dem Punkte y zusammenfällt, und es 
wird somit h, =0; und, da wegen 411) überdies ), = —h, ist, so wird auch h, = 0, 
das heifst, auch der zweite Schnittpunkt x, der Geraden [yx] und der Polkurve fällt 
mit y zusammen. Die Gerade [yx] oder, was nach Obigem dasselbe ist, die Gerade 
yp hat also mit der Polkurve die beiden in den Punkt y zusammenfallenden Punkte «, 
und x, gemein; sie ist somit eine Tangente der Kurve, und der Punkt y ihr Berüh- 
rungspunkt. Man hat daher den Satz: 
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DiesPolare eineszRunktes- der Polküurve, eines Polarsystems ist die 
Tangente der Kurve in diesem Punkte. 

Nennt man noch zwei Punkte y und x eines Polarsystems, von denen jeder auf 
der Polare des andern liegt (vgl. S. 90), hinsichtlich des Polarsystems konjugiert, 
so kann man die Gleichung 


ALT Pe er EN, [%:yp] = 0 
oder die gleichwertige Gleichung 
413) [y:zp] = 0 


als die Bedingung des Konjugiertseins der Punkte y und x hinsichtlich des Polar- 
systems » bezeichnen. 

Läfst man dann den Punkt y eine feste Gerade beschreiben, von der ein be- 
liebiger Stab mit @ bezeichnet sein mag (vgl. Fig. 77), und bestimmt zu jeder Lage des 





Fig. 77. 


Punktes % den auf derselben Geraden G liegenden konjugierten Punkt x, so erhält man 
auf ihr zweö projektive Punktreihen von besonderer Art. In der That sind zunächst die 
beiden Punktreihen der Punkte y und x projektiv; denn nach S.78 wird eine Punktreihe 
durch eine jede Reciprocität, insbesondere also auch durch ein Polarsystem, in ein pro- 
jektives Strahlbüschel übergeführt. Es ist daher auch das Strahlbüschel der Polaren 
yp, welches der Punktreihe der Punkte y durch das Polarsystem zugewiesen wird, zu 
dieser Punktreihe projektiv. Die Punktreihe der Punkte % andererseits ist wieder zum 
Strahlbüschel dieser Polaren 9» perspektivv. Denn die Erklärungsgleichung konjugier- 
ter Punkte 
411) ER 9.77: . [%-yp] = 0 

besagt ja, dafs der zu % konjugierte Punkt x auf dem Strahle y9 liegt. Folglich ist 
die Punktreihe der Punkte x zu dem Strahlbüschel der Polaren yp auch projektiv (vgl. 
Teil I S. 43) und somit auch projektiv zu der mit diesem Strahlbüschel projektiven 
Punktreihe der Punkte y. 
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Die beiden Punktreihen der Punkte y und x haben nun aber noch die besondere 
Eigenschaft, dafs, wenn dem Punkte y, aufgefafst als Punkt der. ersten Punktreihe, in 
der zweiten Punktreihe der Punkt x zugeordnet ist, dann auch umgekehrt dem Punkte x, 
aufgefafst als Punkt der ersten Punktreihe, in der zweiten Punktreihe der Punkt y zu- 
gewiesen wird, was man unmittelbar aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 

AI) 20.2 m ep rap 
folgern kann. Es entsprechen sich also je zwei einander zugeordnete Punkte der beiden 
Punktreihen wechselseitig. 

Zwei solche projektive Punktreihen auf dem nämlichen Träger mit der beson- 
deren Eigenschaft, dafs ihre zugeordneten Punkte sich wechselseitig entsprechen, spielen 
in der Geometrie der Kegelschnitte eine wichtige Rolle, und man hat daher für sie auch 
einen besonderen Namen eingeführt. Man sagt nämlich von zwei solchen Punktreihen 
einer Geraden, sie bilden eine Punktinvolution oder kurz eine Involution auf der 
Geraden, und nennt zwei entsprechende Punkte der beiden Punktreihen ein Paar der 
Involution. 

Eine solche Punktinvolution auf der Geraden kann als ein benäres Abbild des 
Polarsystems in der Ebene aufgefafst werden, insofern die beiden Grundeigenschaften 
einer solchen Involution, die projektive Zuordnung und das wechselseitige Entsprechen 
der Elemente, ja auch gerade für das Polarsystem charakteristisch sind. Aus diesem 
Grunde wurde schon oben das Polarsystem als @nvolutorische reciproke Verwandtschaft 
bezeichnet. Die oben betrachtete Involution auf der Geraden @ bildet aber ferner zu- 
gleich einen Ausschnitt aus dem Polarsystem p, denn man kann das oben gewonnene 
Ergebnis auch in der Form aussprechen: 

Auf jeder beliebigen’Geraden G der Ebene DildenZzdie konjumierten 
Punkte eines Polarsystems eine Involution. 

Von dieser Involution sagt man noch, sie werde durch das Polarsystem (oder 
auch wohl durch seine Polkurve) auf der Geraden G hervorgerufen. 

Die vollständige analytische Darstellung dieser Involution erhält man, wenn man 
zu der Bedingungsgleichung für ein Paar konjugierte Punkte überhaupt 

411) . [x-y9]= 0 noch die Gleichung hinzugefügt 414) [yz- @] = 0, 
welche ausdrückt, dafs die Gerade des Stabes [yx] mit der Geraden des Stabes @ zu- 
sammenfällt. 





Schneidet die Gerade @ = |yx]| die Polkurve [x -2p»] = 0 in zwei rcellen Punk- 

ten x, und x,, so bestehen für diese Punkte die Gleichungen 
AlD) ne nn ne a up Dune pl =, 

nnd vergleicht man diese Gleichungen ihrer Form nach mit der Bedingung |x - yp] = 0 
für ein Paar %, x der Involution 411), 414), so sieht man, dafs die Punkte &, und x, in 
der Involution, die das Polarsystem auf der Geraden @ hervorruft, sich selbst konjugiert 
sind, das heifst, die Doppelpunkte dieser Involution bilden. Denkt man sich ferner 
diese Doppelpunkte &, und x, wie oben auf S. 93 als Vielfachensummen irgend zweier 
Punkte y und x dargestellt, welche ein Paar dieser Involution bilden, also der Gleichung 


ALT) er rn 
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genügen, so ergeben sich, wegen 411) mit Rücksicht auf 407) oder 408) für die Doppel- 
punkte x, und x, Ausdrücke von der Form 

40) m en EN mEer he und! ey —hbz, 
und man erhält daher den Satz: 

Schneidet eine Gerade @ die Polkurve eines Polarsystems, so liegen 
ihre Schnittpunkte x, und x, harmonisch zu jedem Paare y, x derjenigen In- 
volution, die das Polarsystem auf der Geraden @ hervorruft. 

Übrigens sieht man sofort, dafs diese Beziehung auch unabhängig von dem Be- 
griff der Polkurve, auf entsprechende Weise wie oben, schon im binären Gebiet hätte 
entwickelt werden können, und dafs daher auch ganz allgemein der Satz besteht: 

Hat eine Involution auf einer Geraden zwei reelle Doppelpunkte, so 
wırdmicedessraaız entsprechender Runkte durch die beiden Doppelpunkte 
harmonisch getrennt. 

Ferner bemerkt man, dafs von diesem Satze Nah die Umkehrung gilt: 

Die Gesamtheit 1 Punktpaare einer Geraden, deren Punkte durch 
zweisiestesbunkte dieser Geraden harmonisch getrennt werden, bildet .eine 
Involutionsvonrzder jene festen Punkterdie Doppelpunktessind, 





In ähnlicher Weise wie oben die Bedingungsgleichungen 
ee ee 
für die een ER: Prüches p zu dem Zwecke geometrischer Folgerungen umge- 
wandelt wurden, lassen sich auch die aus den Gleichungen 383) folgenden Bedingungs- 
gleichungen 
Sa ee ee 
für die Ableitzahlen He sta Bruches P umformen und durch Gleichungen er- 
setzen, die eine direkte geometrische Deutung zulassen. 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen 364), 361) und 362) wird nämlich wieder 


Al nd (Erb, © oderzwesen 552) 
ALSIERArNI dee. 

Die een 384) verwandeln sich daher in die Gleichungen 
Eee es Bl |E,5E.B]. 


Aus diesen Gleichungen für die Grundstäbe EZ; und Er folgt dann wieder genau so wie 
in der dualistisch entsprechenden Entwickelung (vgl. S. 89) das Bestehen der analogen 
Gleichung für zwei = Stäbe V und W, das heifst der Gleichung 

Z2ÜlME FE er WerPpi= [VER 
Diese Gleichung möge die zweite Grundgleichung des Polarsystems heifsen, sie 
kann als Ausgangspunkt für die Ableitung derjenigen Eigenschaften des Polarsystems 
dienen, die den bisher entwickelten Eigenschaften dualistisch entsprechen. Zunächst 
folgt aus ihr wieder, dafs mit der Gleichung 

Aal), Sr al TER Rsteisidie Gleichung 7422), 2 2 1V-:WP]=0 
verknüpft ist. Darin aber liegt der Satz (vgl. Fig. 78): 

Wenn die Gerade des Stabes W durch den Pol von V geht, so geht 

auch die Gerade des Stabes V durch den Pol von W hindurch. 
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Ferner frage man nach der Kurve, die der Polkurve dualistisch entspricht, das 
heifst nach dem Umhüllungsgebilde aller derjenigen Geraden U der Ebene, die durch 
ihre eigenen Pole UP hindurchgehen. Diese Kurve möge die Polarkurve des Polar- 
systems genannt werden. Aus ihrer Erklärung folgt unmittelbar die Gleichung der Kurve: 

428) 7.3, Auer BE EU Pee08 
Diese sagt aus, HR alle Geraden, die der angegebenen Forderung genügen, eine Kurve 
zweiter Klasse umhüllen. In der That gehen von jedem Punkte der Ebene zwei reelle 
oder imaginäre Tangenten an die Kurve 423). Um dies zu zeigen, denke man sich jenen 
Punkt als äufseres Produkt [VW] zweier beliebigen Stäbe V und W dargestellt, welche 
durch ihn hindurchgehen (vgl. Fig. 79). Dann wird jeder beliebige Stab des Strahl- 
büschels mit dem Scheitel [7 W] sich durch eine Summe von der Form V+bW aus- 


W 


Y+ h NW 





12% 


V+ 4,W 
Fig. 78. Fig. 79. 


drücken lassen, und man wird die in dem Strahlbüschel mit dem Scheitel |/W] enthal- 
tenen Tangenten der Polarkurve 423) erhalten, wenn man in die Gleichung 423) statt U 
den Ausdruck V +5W für einen beliebigen Strahl jenes Strahlbüschels substituiert. 
Dadurch aber bekommt man für den Parameter h der in dem Strahlbüschel enthaltenen 
Tangenten der Kurve die Gleichung: 


ABA) 2. 2. 2 0. II HHM:(VFHEW)P]= 0 oder 
425) . . . [F-VP]+b(W-V/P]+[V-WP]) +9%[W-WP]=0, 
für die man mit Rücksicht auf die zweite Grundgleichung des Polarsystems 
420) 2 0 Mi ee WER BI aZE) 
auch schreiben kann 
426) . 22... [9-VP] + 25[W.V P| FI W WR] =%. 


Diese in li quadratische Gleichung liefert für den Parameter Ih die beiden Werte 
197) hl _ —[W-VP]+ VIW-I7P:—<-[v:vPp] [W-WP] 
een [w.wP| 
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An die Polarkurve lassen sich also in der That von jedem Punkte [VW] der Ebene 
zwei reelle oder imaginäre Tangenten legen, nämlich die Tangenten 

ae ee = m und 0, 7 0,0% 
und sie ist somit wirklich eine Kurve zweiter Klasse, das heifst, man hat den Satz: 

Die Polarkurve eines Polarsystems ist eine Kurve zweiter Klasse. 

Hält man in der Gleichung 426) den Stab V fest, denkt sich aber den Stab W 
in der Ebene veränderlich, den Punkt [VW] also auf der Geraden V verschiebbar, und 
fragt nach denjenigen Stäben W, welche durch die beiden vom Punkte [VW] ausgehen- 
den Tangenten U, und U, harmonisch getrennt werden (vgl. Fig. 80), so hat man dic 
Bedingung aufzustellen, der die 
Stäbe W genügen müssen, damit 
die Gleichung 426) für h zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werte hd, =) 
und d,= —D liefere, damit sich 
also für die Tangenten U, und U, 
Werte von der Form 

429) U=V/+ U und 

U,=V/—hW 
ergeben. Diese Bedingung findet 
man, wenn man den Koeffizienten 
von h) in der Gleichung 426) gleich 
Null setzt, wodurch man für den 
Stab W die Gleichung erhält 

40) -[W:V/P]=0, 
das heifst, es ergiebt sich eine 
Gleichung ersten Grades in W, 
welche aussagt, dafs das äufsere 
Produkt des Stabes W und des 
Poles VP der Geraden V ver- 
schwindet; darin liegt der Satz: 

AllestäbesHz welche Fig. 80. 
von einer festen Geraden V 
durch die vom Punkte [VW] ausgehenden Tangenten der Polkurve harmo- 
nisch getrennt werden, gehen durch einen festen Punkt, nämlich durch den 
BoliyPrder Geraden Y hindurch. Oder: 

Jedes Tangentenpaar, das sich von einem Punkte einer Geraden V7 
an die Polarkurve eines Polarsystems legen läfst, bildet, zusammen mit der 
Geraden V und der Geraden nach ihrem Pole V Pin Bezug auf das Polar- 
system 9, P, einen harmonischen Strahlwurf. Oder’ kürzer: 

Der Punkt VP, welcher einer Geraden V durch ein Polarsystem 9», P 
als Pol zugewiesen ist, wird durch die Polarkurve des Polarsystems von der 
‚Geraden V harmonisch getrennt. 


V+ yw 





Der Pol VP einer beliebigen Geraden V in Bezug auf ein Polarsystem 9», P ist 
also identisch mit dem gewöhnlichen. Kegelschmittspol jener Geraden in Bezug auf die Polar- 


V-4W 
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kurve des Polarsystems. So sind namentlich auch die drei Zählerpunkte d),;—= E,P die 
Kegelschnittspole der Grundstäbe E,; in Bezug auf die Polarkurve des Polarsystems. 

Eine besondere Besprechung erfordert noch der Fall, wo der Stab V, dessen 
Pol V P zufolge der Gleichung 430) von den Geraden der Stäbe W umhüllt wird, selbst 
die Polarkurve |U-UP]|=0 berührt, also der Gleichung 

a3 2 u | KV Pl = 7 Genügelleistetavels Lion, 

In en Falle Seht die Gerade V, wie die Gleichung 431) zeigt, selbst durch 
ihren Pol V P hindurch, was übrigens auch aus dem Begriffe der Polarkurve folgt. Der 
oben betrachtete Punkt [VW], den ein beliebiger Strahl W des Strahlbüschels mit dem 
Scheitel V P aus der Geraden V ausschneidet, fällt also mit dem Punkte V_P, das heifst 
mit dem Pole der Geraden V, zusammen. Aus der Voraussetzung, nach welcher die 
Gerade des Stabes V eine Tangente der 
Polarkurve ist, folgt aber weiter, dafs 
von den beiden Tangenten U =V+h,W 
und U,=V-+1,W, die sich von dem 
Punkte [VW] aus an die Polarkurve 
legen lassen, die eine, sagen wir die 
Tangente U) =WV+1,W, mit der Ge- 
raden V zusammenfallen mufs, und es 
wird somit h, = 0; und, da wegen 430) 
überdies d, = — h, ist, so wird auch 
0, = 0, das heifst, auch die zweite vom 
Punkte [VW] ausgehende Tangente D, 
fällt mit der Geraden V zusammen. Vom 
Punkte [VW], oder was dasselbe ist, 
vom Punkte VP, läfst sich daher. nur 
eine Tangente an die Polarkurve ziehen, 
nämlich die Gerade V selbst; folglich 
ist der Punkt V P der Berührungspunkt der Geraden V. Man hat also den Satz: 

Der Bol einer Tangente derrPolarkurvearstzde sberühruns punlı 
dieserslangente. 

Nennt man noch zwei gerade Linien V und W eines Polarsystems, von denen 
jede durch den Pol der andern geht (vgl. S. 97), hinsichtlich des Polarsystems kon- 
jugiert, so kann man die Gleichung 

430) . [W-VP]=0 oder die gleichwertige Gleichung 432) |[V-WP]=0 
als die Bedingung dafür bezeichnen, dafs die beiden Geraden V und W hinsichtlich des 
Polarsystems P konjugiert sind. 

Läfst man dann die Geraden V ein Strahlbüschel beschreiben, dessen Mittel- 
punkt mit f bezeichnet sein möge (vgl. Fig. 82), und bestimmt zu jedem Strahle V 
dieses Strahlbüschels denjenigen konjugierten Strahl W, der ebenfalls durch f hindurch- 
geht, so bilden die Strahlen W im Punkte f ein zweites, zum Büschel der Strahlen V 
projektives Strahlbüschel mit der besonderen Eigenschaft, dafs die Strahlen beider Büschel 
einander wechselseitig zugeordnet sind. In der That sind zunächst die beiden Büschel der 
Strahlen V und W projektiv, denn nach S. 82 wird ein Strahlbüschel durch eine jede Reci- 
procität, insbesondere also auch durch ein Polarsystem in eine projektive Punktreihe 
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übergeführt. Es ist daher auch die Punktreihe der Pole V P, welche dem Strahlbüschel 
der Geraden V zugewiesen wird, zu diesem Strahlbüschel projektiv. Das Strahlbüschel 
der Geraden W andererseits ist wieder zu der Punktreihe dieser Pole V_P perspektiv. 
Denn die Erklärungsgleichung konjugierter Geraden 

430) N . [MVP =0 
besagt ja, dafs die zu V konjugierte Gerade W durch den Punkt V_P hindurchgeht. 
Folglich ist das Strahlbüschel der Geraden W zu der Punktreihe der Pole V P auch 
projektiv (vgl. Teil II S.42) und somit 
auch projektiv zu dem mit dieser 
Punktreihe projektiven Strahlbüschel 
der Geraden V. a8 

Dafs aber auch die Strahlen 
V und W der beiden Strahlbüschel 
einander wechselseitig zugeordnet sind, 
folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen 
der Gleichungen 

a0 VE P=0 und 
A321 5 V2W pP). 

Man sagt nun von zwei pro- 
jektiven Strahlbüscheln, deren Schei- 
tel in einen Punkt zusammenfallen, 
und deren zugeordnete Strahlen sich 
wechselseitig entsprechen, sie bilden 
zusammen eine Strahlinvolution 
oder kurz eine Involution in jenem 
Punkte und nennt zwei entspre- 
chende Strahlen der beiden Strahl- 
büschel ein Paar der Involution. 

Eine solche Strahlinvolution 
in einem Punkte kann ebenso wie 
die Punktinvolution auf einer Gera- 
den als ein binäres Abbild des Polar- 
systems im der Ebene aufgefalst wer- io RD, 
den. Die oben betrachtete Involu- N EN 
tion im Punkte f insbesondere bildet überdies einen Ausschnitt aus dem Polarsystem P; 
denn man kann das gewonnene Ergebnis auch in der Form aussprechen: 

Injedemebeliebisen’Lunkte f der Ebene bilden die durch ihn'gehen- 
den konjugierten Strahlen eines Polarsystems P eine Strahlinvolution. 

Von dieser Involution sagt man ferner, sie werde durch das Polarsystem P (oder 
auch wohl durch seine Polarkurve) «en dem Punkte f hervorgerufen. 

Die vollständige analytische Darstellung dieser Involution erhält man, wenn man 
zu der Bedingung für ein Paar konjugierte Geraden V und W überhaupt 

430) . [W-VYP]=0 noch die Gleichung hinzufügt 433) [VW-f]=0,- 
welche aussagt, dafs sich die Geraden YV und W im Punkte f schneiden. 
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Lassen sich von dem Punkte f an die Polarkurve [U- UP] = 0 zwei reelle Tan- 


genten U, und U, legen, so bestehen für diese Tangenten die Gleichungen 


ABA)... 2. . 2 [2 0, Pl =0 und pirrlhr er 
und vergleicht man diese Gleichungen ihrer Form nach mit der Bedingung [W- VYP] = 0 
für ein Paar V und W der Strahlinvolution 430), 433), so sieht man, dafs die Geraden U, 
und U, in der Involution, die das Polarsystem P in dem Punkte f hervorruft, sich selbst 
konjugiert, das heifst die Doppelstrahlen dieser Involution sind. Denkt man sich daher 
diese Doppelstrahlen U, und U, wie oben auf S.98f. als Vielfachensummen irgend zweier 
Stäbe V und W dargestellt, welche ein Paar dieser Involution bilden, also der Gleichung 

AO) I en ee ee er al Di) 
genügen, so ergeben sich wegen 430) mit Rücksicht auf 426) oder 427) für die Doppel- 
strahlen U, und U, Ausdrücke von der Form 

ABI) en en U, EV an Mesundse ld en 
und man erhält daher den Satz: j 

Lassen sich von einem Punkte f an die Polarkurve eines Polarsystems 
zwei reelle Tangenten U, und ZU, ziehen, so liegen diese Tangenten harmo- 
nisch zu jedem Paare V und W detjenigen Strahlinyolution, die das Polar- 
system in dem Punkte f hervorruft. 

Die gewonnene Eigenschaft der Strahlinvolution hat aber wieder eine allge- 
meinere Bedeutung. Denn man kann ganz unabhängig von dem Begriffe der Polarkurve, 
auf entsprechende Weise wie oben, schon im binären Gebiete den Satz beweisen: 

Hat eine Strahlinvolution eines Punktes zwei reelle Doppelstrahlen, 
so wird jedes Paar der Involution durch die beiden Doppelstrahlen harmo- 
nisch getrennt. Ferner gilt von diesem Satze auch die Umkehrung: 

Die Gesamtheit der Strahlpaare eines Strahlbüschels, die von zwei festen Strahlen 
dieses Düschels harmonisch getrennt werden, bildet eine Strahlinvolution, deren Doppel- 
strahlen jene festen Strahlen sind. 





Die Thatsache, dafs der Pol und die Polare eines Polarsystems sowohl durch 
dessen Polkurve (vgl. S. 94) wie durch dessen Polarkurve (vgl. S. 99) harmonisch getrennt 
werden, legt die Vermutung nahe, dafs die beiden Kurven überhaupt identisch sind, dafs 
also die Tangenten der Polkurve nichts anderes sind als die Umhüllungsgeraden der Polar- 
kurve (vgl. Fig. 83). Um dies rein analytisch zu beweisen, bezeichne man die Polare 
des Punktes z mit U, setze also 

436) TE sp=U 
Ist dann ferner noch 
AT) a ut ee ee lirerowidenachzsi)) 


= U, oder wegen 388) 


a36)) u 


Mit Hülfe der beiden Formeln 436) und 438) aber läfst sich die linke Seite 
der Polkurvengleichung 
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Be ner ep] =0 7 umformen;iman erhält 


e.2p] = k o oder wegen 61) und 62) 


JA0T nee &-2p] = [U- UP] 


Diese Umformung war aber an die Bedingung geknüpft, dafs b=0 ist, und zeigt 
also, dafs, wenn diese Bedingung erfüllt ist, und unter U die Polare cp des Punktes & 
verstanden wird, die Gleichung 

A erenn.neap, =Nstets die) Gleichung 
2 HD FU UPI=0 
nach sich zieht, und dafs umgekehrt die letztere Gleichung die erstere zur Folge hat. 





Fig. 83. 


Wenn aber der Punkt x der Gleichung 439) genügt, also auf der Polkurve liegt, 
so ist, wie oben (vgl. S. 94 f.) gezeigt ist, die Polare U= xp die Tangente der Polkurve 
im Punkte x; und da die Gleichung 441) die Polarkurve darstellte, so besagt das Zu- 
sammenbestehen der Gleichungen 439) und 441) wirklich, dafs jede Tangente der Pol- 
kurve eine Umhüllungsgerade der Polarkurve ist. 

Genügt andererseits die Gerade U der Gleichung 441), ist somit U eine Tangente 


der Polarkurve, und ist aufserdem wie vorher 29 = U, also nach 438) o-- N  e 


ist der Punkt x, welcher dann der letzten Gleichung zufolge den Pol jener Tangente U 
der Polarkurve darstellt, nach S. 100 der Berührungspunkt jener Tangente U der Polar- 
kurve. Das Zusammenbestehen der Gleichungen 441) und 439) zeigt daher, dafs die Be- 
rührungspunkte der Tangenten der Polarkurve zugleich Punkte der Polkurve sind. 

Man hat also den Satz: 

Unter der Voraussetzung, dafs die Determinante b eines Polarsystems 
von Null verschieden ist, fällt seine Polkurve mit seiner Polarkurve zusammen. 
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Zehnter Abschnitt. 


Ausartende Polarsysteme. 


Die bisherige Untersuchung erstreckte sich vorzugsweise auf Polarsysteme, deren 
Determinante b = |b;.| von Null verschieden ist. Und in der That erfordern die Polar- 
systeme mit verschwindender Determinante eine besondere Betrachtung, zu der wir nun- 
mehr übergehen wollen. 

Es sei also ein Polarsystem gegeben durch einen Bruch 


BEDSARD 
AAO ER Du 2 3 
442) RE a ER PER 
der als Ausdruck eines Polarsystems der Grundgleichung des Polarsystems 
AI ER EI pe ge 


Genüge leistet, der Sen Sen, von den bis betrachteten Brüchen » dadurch unterscheidet, 
dafs das äufsere Produkt seiner Zähler, das heifst das Produkt 

444) won. EI EBERLBSESP 3) 
ist, dafs also die eene b= |b;.| verschwindet. Diese Gleichung 444) bedingt 
es, dafs der reciproke Wert des Bruches » keinen Sinn mehr hat, und dafs daher alle 


a8 i 1 
diejenigen Formeln des vorigen Abschnitts, in denen der Bruch d auftrat, ihre Bedeu- 


tung verlieren. 

Aus der Gleichung 444) folgt, dafs zwischen den drei Zählerstäben D,, D,, B, 
eines solchen ausgearteten Polarsystems p eine Zahlbeziehung herrscht, also eine Glei- 
chung von der Form 

AH) a a Deh S7De 2 Be) 
besteht, in der wenigstens eine er drei Zahlgröfsen $; von Null verschieden ist. Man 
hat dann zwei Fälle zu unterscheiden, erstens den Fall, wo von den drei Produkten 
aus je zweien der Gröfsen B; wenigstens eins von Null verschieden ist, und zweitens 
den Fall, wo alle diese drei Produkte gleichzeitig verschwinden. 





Zuerst sei also der Fall betrachtet, dafs wenigstens eins von den drei Produkten 
[B,B,|, [B,B,|, [B,B,] von Null verschieden ist. Es läfst sich zeigen, dafs in diesem 
Falle neben der Gleichung 445) nicht noch eine zweite von ihr unabhängige Zahl- 
beziehung zwischen den 5; bestehen kann. Ist nämlich zum Beispiel das Produkt 
AAO EI a er Ba en er Da an 
so herrscht sicher zwischen den Stäben B, und 5, keine Zahlbeziehung. Daraus aber 
folgt, dafs in der Gleichung 445) der Kocikiziente %&,=0 sein mufs; denn bei verschwin- 
dendem &, würde sich ja die Gleichung 445) auf eine Zahlbeziehung zwischen D, und 
B, allein reduzieren, und cine solche ist eben durch die Ungleichung 446) ausgeschlossen. 
Ist aber 8,0, so ist die Gleichung 445) nach B, auflösbar und liefert für B, den Wert 


2 
2, 


AT) ne Ge Be ee a 


9, 





Angenommen nun, es bestünde zwischen den Are Stäben B,, B,, B, noch eine zweite 
Zahlbeziehung: 
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I... .2. Auer DE Ben). D,= (, 
die von der Znlb eis 445) unabhängig wäre, so setze man den Wert von DB, aus 447) in 
die Gleichung 448) ein. Dadurch würde sich diese dann in eine Gleichung von der Form 

223) Po ey edel 
verwandeln müssen; und in dieser können dann wieder die beiden Zahlgröfsen q, und gq, 
nicht beide gleichzeitig verschwinden, weil sonst die beiden Zahlbeziehungen 445) und 
448) gegen die Annahme nicht von einander unabhängig sein würden. Es gäbe also 
zwischen den Stäben B, und BD, eine Zahlbeziehung. Eine solche aber widerspricht der 
Voraussetzung, nach der das Produkt [B, 5,|=&0 sein soll. Man hat also den Satz: 

Sobald also das Produkt 

Au nr 5 a a Wedel 
isgaberswenisstens eıns von. den derer Brodukten |B,B.|, [3,3,1:[B,B,] von 
Null@verschiedenist, besteht zwischen den drei Grölsen B; eine und. nur 
eine Zahlbeziehung 

AD a de er er 

Eine- ie Zahl ins sagt 
aus, dafs die Geraden der drei Stäbe B; 
einen Punkt mit einander gemein haben 
(vgl. Fig. 84). Um die Eigenschaften 
zu ermitteln, die hieraus für das Polar- 
system 9» entspringen, bezeichne man 
noch denjenigen Punkt, dessen Ableit- 
zahlen die Koeffizienten der Zahlbe- 
ziehung 445) sind, mit s, setze also 

450) se, + 3,6, + 336, ; 
so läfst sich wegen 40) die Gleichung 
445) auch in der Form schreiben 
450. 2 es Dd=l, 
in der sie für geometrische Folgerungen 
geeigneter ist. 

Zunächst nämlich zeigt diese Glei- 
chungsform, dafs der Punkt s in dem 
Polarsystem » keine Polare besitzt, oder, 
wenn man will, dafs seine Polare ganz 
unbestimmt ist. Man kann nämlich die 
Gleichung 451) auch durch die Gleichung 

452) . . sdp=0:W 
ersetzen, in der W einen ganz beliebigen Stab der Ebene bedeutet, und sagt daher 
von dem Punkte s, er sea zum Polarsystem p apolar. 

Ferner folgt aus der Gleichungsform 451) sofort, dafs der Punkt s auf der Pol- 
kurve des Polarsystems liegt. Denn multipliziert man die Gleichung 451) mit s, so findet 
man für den Punkt s die Zahlgleichung 

ASS... ee se p]l=0, 
aus der hervorgeht, Pat Par s der Polkurve 
ep] =07 angehört. 





Fig. 84. 
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Aber die Gleichung 451) zeigt zugleich, dafs der Punkt s auch auf der Geraden 
aller drei Grundstäbe B; liegen mu/s, also der gemeinsame Schnittpunkt dieser drei Ge- 
raden ist. In der That erhält man mit Rücksicht auf die Grundgleichung 443) des Polar- 
systems für die Produkte [sB;] die Darstellung 


AS) else en Jerent- 08 
welche wirklich aussagt, dafs der Punkt s den drei Polaren B,; der drei Grundpunkte e; 


angehört. Dies Ergebnis läfst sich aber noch verallgemeinern. Ist nämlich V die Polare 
eines ganz beliebigen Punktes %, also 


ADD) EEE Eee, 
so geht auch die Gerade des Stabes V durch den Punkt s hindurch; denn es wird wieder 
AST a ee Is) Iso ple laser)! 


Sieht man daher davon ab, dafs zufolge der Gleichung 452) jeder beliebige Stab W der 

Ebene, wenn man sich ihn mit dem Koeffizienten 0 behaftet denkt, als Polare des Punk- 

tes s aufgefafst werden kann, so bleiben als Polaren von Punkten der Ebene nur solche 

Geraden übrig, die durch den ausgezeichneten Punkt s des Polarsystems hindurchgehen. 

Dafür aber gehört dann umgekehrt einer jeden durch den Punkt s gehenden Ge- 

raden V, die einem Punkte y der Ebene als Polare zugeordnet ist, also der Gleichung 
450) ee. ae a end 


genügt, als Pol nicht nur dieser eine Punkt y zu, sondern zugleich auch die sämtlichen 

Punkte y+ gs der geraden Verbindungslinie von y und s. Wegen 451) wird nämlich 
458) m 2. m Ey Fg)D- yPprgsp=yp 

das heifst, die Gerade V kann auch als die Polare eines jeden beliebigen Punktes y + gs 

jener Verbindungslinie [ys] aufgefafst werden. 

Um die Gestalt der Polkurve 

AnD) Ka er .. . ep —=0 
eines solchen een ne kennen zu lernen, zeige man zunächst gerade 
so wie bei einem beliebigen Polarsystem, dafs die Polkurve 459) von einer jeden Ge- 
raden [yx] in zwei reellen oder imaginären Punkten x, und x, geschnitten wird (vgl. 
Fig. 85). Man substituiere dazu wieder in die Gleichung 459) statt x den Ausdruck y + 5x 
für den laufenden Punkt der Geraden [yz] und erhält so die in quadratische Gleichung 

460) . . 2.2... Y-497] + 2d%R-ypl +YR-2pl=2. 
Sind h, und bh, ihre beiden Wurzeln, so sind 

z,=y+) md »=-y+ 5% 

die beiden gewünschten Schnittpunkte der Geraden [yx] mit der Polkurve. Und diese 
beiden Schnittpunkte können, falls die Linie [yx] nicht gerade durch den Punkt s hin- 
durchgeht, auch nicht in einen Punkt xzusammenfallen, weil sonst, wie man sich leicht 
überzeugt, zwischen den B; noch eine zweite Zahlbeziehung herrschen müfste, was nach 
S. 104 f. in dem vorliegenden Falle ausgeschlossen ist. Die Gerade [yx] schneidet also 
wirklich die Polkurve in zwei getrennten Punkten x, und «,. 

Dann aber folgt wieder aus der für die betrachtete Ausartung charakteristischen 
Gleichung 451), dafs der Polkurve auch jeder Punkt derjenigen beiden Geraden [x,s] und 
[©,s] angehört, welche die Punkte «, und x, mit dem Punkte s verbinden. Ein jeder 
Punkt nämlich, der einer von diesen beiden Geraden angehört, läfst sich unter der Form 
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%+gs @=1,2) darstellen. Und setzt man den Ausdruck ©; + gs statt x in die linke 
Seite der Gleichung 459) ein, so nimmt diese die Form an (+95): (& + gs)p] oder 
ip] + 29 [sp] + 9° [s- sp]. 

In dieser Summe verschwinden aber die beiden letzten Glieder wegen 451); doch auch 
das erste Glied ist gleich Null, da nach der Voraussetzung die beiden Punkte x; auf der 
Polkurve liegen. Also ist der Punkt &;+ gs ebenfalls ein Punkt der Polkurve. Die 
Kurve enthält daher die beiden vom Punkte s nach den Punkten x, und x, laufenden 
Geraden und kann, da sie von zweiter Ordnung ist, auch nur aus diesen beiden Geraden 

bestehen, sie zerfällt somit in ein Geradenpaar mit dem Doppelpunkte s. 





Fig. 85. 


Die Parameter D, und h, der beiden Punkte x, und x, werden entgegengesetzt 
gleich, das heifst, der Punktwurf yxx,&, wird harmonisch (vgl. Fig. 86), wenn der Kocf- 
fizient von h in der Gleichung 460) verschwindet, wenn also die Gleichung besteht 

%-yp] = 0. 
Dann liegt der Punkt x auf der Polare yp des Punktes y, von der bereits oben ge- 
zeigt ist, dafs sie durch den Punkt s hindurchgeht, und dafs sie zugleich auch jedem 
Punkte y + gs als Polare zugeordnet ist, der auf der Verbindungslinie von y und s ge- 
legentist. 

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich daher in den Satz zusammenfassen: 

Verschwindet das äufsere Produkt der drei Zählerstäbe des Bruches p, 
ohne dafs zugleich alle drei Produkte aus je zweien von diesen Stäben null 
sind, so zerfällt die Polkurve des Polarsystems p» in ein Linienpaar. Die 
Eolaren sämtlicher Punkte’ der) Ebene hinsichtlich jeines solchen Polar- 
systems » gehen durch den Doppelpunkt dieses Linienpaars hindurch und 





1 
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werden durch das Linienpaar von ihren Polen harmonisch getrennt. Umge- 
kehrt kann eine jede Gerade, die durch den Doppelpunkt des Linienpaars 
geht, als Polare eines jeden Punktes aufgefafst werden, der von ihr durch 
das Linienpaar harmonisch getrennt wird, das heifst, der Pol einer solchen 
Geraden kann auf dem Strahle beliebig gewählt werden, der jener Geraden 
hinsichtlich des Linienpaars harmonisch zugeordnet ist. 

Da der Satz von der Identität der Pol- und Polarkurve nur für den Fall be- 
wiesen ist, wo das äufsere Produkt [B, BD, B,| = 0 ist, so bedarf die Polarkurve 


461 A a A ze 





Fig. $6. 


bei den ausgearteten Polarsystemen, für welche ja jenes Produkt verschwindet, einer 
besonderen Untersuchung. Dazu berücksichtige man, dafs bei der soeben betrachteten 
ersten Art der Ausartung des Polarsystems 9» die Zähler d; des adjungierten Bruches 





Dam 
EN a a = ATS 
f E, Ey £; 


ein Vielfaches des Punktes s darstellen müssen. Denn da, wie bewiesen, die drei 
Zählerstäbe B; des Bruches 9 durch den Punkt s hindurchgehen, so müssen die Pro- 
dukte je zweier von ihnen, das heifst also die Zähler des adjungierten Bruches P, sofern 
sie von Null verschieden sind, abgesehen von einem Zahlfaktor den Punkt s liefern. 
Aber dies Ergebnis läfst sich noch bestimmter formulieren. Multipliziert man nämlich 
die Gleichung 445) mit B,, so erhält man die Gleichung 

—8,|B,B,])+ 8,[B,B,]= 0 oder wegen 358) 


3b, = 8,b. 




















H. Gralsmann, Punktrechnung und projektive Geometrie. 109 








Aus dieser Gleichung und den beiden cyklisch entsprechenden Gleichungen folgt zu- 
nächst, dafs die Punkte b;, (falls sie nicht null sind), in einen Punkt zusammenfallen, 
und dieser Punkt kann, wie schon oben gezeigt ist, kein anderer sein als der Punkt s. 
Andererseits entspringt aus diesen Gleichungen die laufende Proportion 








AUSB: Be pe b,, 
für die man auch die Be erchune schreiben et 
"ei a 


Ao 23 


& 


Und da aufserdem die Punkte d; mit dem Doppelpunkte s der Polkurve zusammenfallen, 
so mufs der gemeinschaftliche Wert der drei Brüche 464) ein gewisses Vielfaches von 
s sein. Man en somit die drei Gleichungen 





—=fs oder 


3 79) 


Ab) u Er 
Für den a Bruch 462) ergiebt 
sich daher die Da us 
5, 95, 85 


SE) 
466) P= En DB, 





Ist also 

467%) V=-vE+0,E,+V,E. 
ein ganz beliebiger Stab (vgl. Fig. 87), so 
wird wegen 466) sein Pol 

468) VP=E(v,9, + 0,8, + v,8,)$- 
Die hier in der Klammer auftretende 
Summe ist nun aber mit Rücksicht auf Fig. 87. 
die Werte von YV und s (vgl. Gleichung 
467) und 450)) gleich dem äufseren Produkte [Vs], und die Gleichung 468) läfst sich 
daher in der einfacheren Form schreiben 

Ar li P=1tlkels, 
welche zeigt, dafs der Pol einer beliebigen Geraden V hinsichtlich des Polar- 
systems P mit dem Punkte s zusammenfällt, wofern nicht die Gerade des 
Stabes V selbst durch den Punkt s hindurchgeht. 

In diesem Falle nämlich verschwindet der Faktor [Vs], und die Gleichung 469) 

reduziert sich daher auf die Form 

ll we rip, 
welche aussagt, ie te der Pol des Stabes V unbestimmt bleibt. Man crhält also 
den Satz: 

Zerfällt die Polkurve eines Polarsystems 9 in ein Linienpaar mit dem 
Deppeipunktenss so sind die Stäbe des Strahlbüschels, das ‘den Punkt s 
zumischetelhar, zudem. adjungierten Polarsystem P apolar. 

Ändert man ferner in der Gleichung 469) die Bezeichnung, schreibt sie nämlich 
in der Form 





UP=f[Usls 
und multipliziert sie dann mit U, so findet man für die der Polarkurve des Polarsystems 
zugehörende quadratische Form |U:-UP| die Darstellung 





Kr 
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AT ymee Den Bu N BEREN ZA AR. 
das heifst, die ae Form [U-UP] ist gleich dem Produkte-aus einer 
Konstanten f und dem Quadrat einer linearen Form. 
Die Gleichung der gesuchten lautet daher 
EN a ke 
und stellt BORD zählend dasjenige a dar, dessen Scheitel der Doppel- 
punkt s des die Polkurve bildenden Linienpaares ist. Man hat also den Satz: 
Zeriällt-die Polkurye eines Polarsystemsuıngein Linienpaagesosarl 
die Polarkurve des adjungierten Polarsystems in ein doppeltzählendes Strahl- 
büschel’aus, dessen Scheitel der’ Doppelpunkt'desEimienpaares ist. 





Der zweite Fall, der beim Verschwinden des Produktes |B,B,B,] eintreten kann, 
ist der, wo die sämtlichen drei xweifaktorigen Produkte |B,B,|, |P,B,|, [B,B,] null sind, 
wo also die drei Gleichungen bestehen 


Aa) Dem BB =D BI BB 
welche übrigens die Gleichung 
TA) EB ERRee) 


nach sich ziehen. 





B, B, SSL Ss t B 12 
Fig. 88. 


Ist dabei wenigstens noch eine von den drei Gröfsen B;, etwa B,, von Null 
verschieden, so werden zwischen den drei Gröfsen 5; zwei Zahlbeziehungen von der 
Form bestehen müssen 


B,= BB, = ü5B, oder 
Ad) 2 an ned Be l@undzgb era ir 
Diese Gleichungen sagen aus, dafs die drei Stäbe B,, B,, B,, sofern sie nicht null sind, 
der nämlichen Geräden angehören (vgl. Fig. 88). 
Bezeichnet man ferner noch die beiden Punkte, die aus den Grundpunkten e,, 
e,, €, durch die Koeffizienten der beiden Zahlbeziehungen 475) abgeleitet werden können, 
mit s und f, setzt also 


Alb Er =-fa—e, und t=ga—e, 
so lassen sich die En 475) auch in der Form eben 
ALTE ee Ss p-=-V und’Tp=-\N\. 


Aus diesen een Gleichungen folgt zunächst, dafs die Punkte s und t auf der 
Geraden der drei Stäbe B; liegen müssen; denn es wird 
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aa sB) = [sep] = [&:s2] = 0. 
DI An % a 
Ferner zeigen die Gleichungen 477), dafs die beiden Punkte s und t zum Polar- 
system p apolar sind. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber offenbar auch jeder Punkt 
s+ bt der Geraden 
oe ee ns Ts]. 
In der That folgt aus den Gleichungen 477) für ganz beliebige Werte der Zahlgröfse h 
die Gleichung 
ASD rt stuhl 08 
welche wirklich aussagt, dafs überhaupt jeder Punkt der Geraden S zum Polarsystem p 
apolar ist. Diese Gleichung 480) ist zugleich für die geometrische Deutung der neuen 
Ausartung des Polarsystems am geeignetsten. 
Multipliziert man sie nämlich äufserlich mit dem Punkte s-+bt, so erhält man 
die Gleichung 
A ee eh) hp>0, 
welche besagt: 
TederzEunktas Ehzeder Geraden S= 157] liest auf der Polkurve. des 
Polarsystems ». 
Aber die Gleichung 480) zeigt zugleich, dafs die Polare eines jeden beliebigen 
Punktes der Ebene mit der Geraden S zusammenfällt. In der That, ist V die Polare 
eines beliebigen Punktes %, also 
Sala een ana Ve yp, 
so folgert man aus der Gleichung 480) unter Benutzung der Grundgleichung 443), dafs 
das äufsere Produkt |(s-+ h2)V] verschwindet; denn es wird 
4183) . .» . .[e+b9/]=[ies +) -ypPl=[y-(s+hHdpl=0: 
Die Polare V eines beliebigen Punktes % der Ebene geht also durch einen jeden Punkt 
s+bt der Geraden S hindurch und fällt somit wirklich mit der Geraden S zusammen. 
Die beiden Stäbe V und S können sich daher nur um einen Zahlfaktor von einander 
unterscheiden, und man kann die Gleichung ansetzen 
ADAe  Bal ee ale) Ders, 
in welcher der Faktor r,,, eine vom Punkte y abhängende Zahlfunktion bedeutet. Bildet 
man insbesondere diejenigen drei Specialgleichungen, die aus der Gleichung 484) hervor- 
gehen, wenn man den Punkt y durch die drei Ecken e;, des Fundamentaldreiecks ersetzt, 
und bezeichnet die Werte, welche die Funktion ı,, für die Argumente e,, 6, © 
nimmt, mit r,, t,, T,, so erhält man die drei Gleichungen 
ae ce persch open, B=eD-L8. 
Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Zahlgröfsen rt, ergiebt sich leicht aus 
den Grundgleichungen des Polarsystems 


486) Sa ee [ei er 9] E= [er - ep]: 
Führt man nämlich in diese Gleichungen anstatt der Produkte 


3 an- 


ep und e9 ihre Werte 


WS und 1,5 aus 485) ein, so bekommt man die Gleichungen 
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u[&«S8]=tv[&%S], für die man, wenn man noch 
IT). 2a Eh Er setzt Pauchwchreiken kann 
AB RR: ee 
Aus diesen Ge aber ve die laufende Proportion 
,:,=-6:8:6, 
welche wiederum een ist mit den Proportionalitätsgleichungen 
489) ern a 
in denen f einen een Zahlfaktor bezeichnet. Die Gleichungen 485) verwandeln 
sich daher in 





AIR er = Oo SS Bo Swbe un, 
und es wird also 
ee Be az 
&, 6, 6, 


Aus dieser Darstellung des Bruches » kann man zunächst eine Bestätigung dafür 
ablesen, dafs jeder beliebige Punkt y der Ebene 
N a ee En 
durch den Bruch » in einen Stab der Geraden S übergeführt wird; denn durch Multi- 
plikation der Gleichungen 492) und 491) erhält man für die Polare 4» des Punktes % 


a yp =, +98, + 9,8) 8 
oder mit Rücksicht auf 492) und 487) den Ausdruck 
493) Are Br ypeLysSslD, 


welcher in der That zeigt, dafs die Polare eines ganz beliebigen Punktes y der Ebene 
sich nur durch den Zahlfaktor 
= ElyS] 
von dem Stabe S unterscheidet. 
Um ferner die Gestalt der Polkurve 

494) WA 2 eerep tl 
für die neue ehe Te Polarsystems, das heifst für einen Bruch 9, zu ermitteln, 
dessen Zähler den Gleichungen 473) genügen, multipliziere man die Gleichung 

IN a ER . eapeiaals, 
die aus 493) durch Sg von x an Stelle von y hervorgeht, mit x und erhält so 
für die linke Seite der Gleichung 494) die Darstellung 

Ash T ae en er (ent: 
und damit den a 

Bei der durch die Gleichungen 473) definierten Ausartung eines Polar- 
systems 9 ist die seiner Polkurve zugehörende quadratische Form [x-xp] das 
Produkt aus einer Konstanten und dem Quadrat einer linearen Form. 

Die Gleichung der Polkurve nimmt daher die Gestalt an 

AI: a 
und man hat somit an Satz: 

Verschwinden bei einem Polarsysteme » alle drei Produkte aus je 
zweien von seinen Zählern, so besteht seine Polkurve aus einer doppelt 
zählenden Geraden; mit dieser Geraden fallen zugleich die Polaren sämt- 
licher Punkte der Ebene hinsichtlich des Polarsystems » zusammen. 
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Die adjungierte Verwandtschaft bietet in diesem Falle wenig Interesse. Infolge 
der Gleichungen 473) nimmt nämlich der Ausdruck für den adjungierten Bruch 








bla. u 5 La 2 [B, nn en a die Form an 
0, 0, 0 
UND a a a a 2 E,, E,, on 
und es wird daher überhaupt für jeden beliebigen Stab V der Ebene 
500) RE 


dass heilst- manchatr den: Satz: 

Artet die Polkurve eines Polarsystems 9 in eine doppelt zählende 
Geradcsaus,. so, ist zu dem adıWnsierten Folarsystem P jeder beliebige 
Stab V der Ebene apolar. 





Man gelangt zu den beiden dualistisch entsprechenden Ausartungen des Polar- 
systems, wenn man von dem Bruche 
1 
SO. N; eg TE RR 
ausgeht, diesen Bruch aber nicht wie bisher als adjungierten Bruch zu einem primitiven 
Bruche » auffafst, sondern selbst als einen ursprünglichen Bruch behandelt, zu dem erst 
ein adjungierter Bruch 9 gebildet werden soll. Dabei seien im übrigen die bisherigen 
Bezeichnungen festgehalten. Es seien also die drei Zähler db; des Bruches P aus den 
drei Nennerprodukten 
Veezer =Hen, | BRAR\,e.=| HE) 
durch neun Ableitzahlen ®,, abgeleitet, also als Vielfachensummen 
503) er re et b; = Ba + Ya e&-+ Ps ez 
dargestellt, in denen die B;; den Bedingungen genügen 
DU de de 
Aus diesen folgt, wie oben gezeigt ist, dafs für beliebige Stäbe V und W die Grund- 
gleichung des Polarsystems besteht 
DD ee er Ver Piel? Wr). 
Man setze dann entsprechend der dualistischen Entwickelung voraus, dafs das 
Produkt der drei Zähler db; des Bruches P, das heifst das Produkt 
DUB u €, [d,5,5,)= 0 
ist, und unterscheide auch hier die beiden Unterfälle, wo wenigstens eins von den drei 
xweifaktorigen Produkten [b,b,]|, [b,b,], [d,d,] von Null verschieden ist, und wo alle drei 
Produkte gleichzeitig verschwinden. 
Im ersten Falle besteht zwischen den drei Zählern 5b; des Bruches P eine und 
nur eine Zahlbeziehung, sie möge lauten: 
DT ber SD, HS, 
und sagt aus, dafs die drei Punkte b; einer und derselben Geraden angehören (vgl. Fig. 89). 
Bezeichnet man ferner denjenigen Stab, dessen Ableitzahlen die Koeffizienten 
der Zahlbeziehung 507) sind, mit 8, setzt also 
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BOT EIER ES SSTE IOHEOR N 
so kann man wegen 501) die Gleichung 507) durch die Gleichung ersetzen 
DON) Ar ae ee ee Pe 1)3 


welche den weiteren Folgerungen zu Grunde gelegt werden soll. 
Zunächst kann man dieser Gleichung wiederum die Form geben 
DO). 2 ee SP 
in der x einen ganz beliebigen Punkt bedeutet, und welche daher aussagt, dafs der Pol 
des Stabes $ hinsichtlich des Polarsystems P unbestimmt bleibt, oder, wie wir sagen 
wollen, dafs der Stab S zum Polarsystem P apolar ist. 








Fig. 89. 


Ferner folgt aus der Gleichung 509), dafs die Gerade S der Polarkurve des 

Polarsystems P angehört, denn der Stab S mufs ja auch der Gleichung genügen 

BRENNT OR een ne 
Aber die Gleichung 509) zeigt zugleich, dafs die Gerade des Stabes S auch durch alle 
drei Grundpunkte hindurchgehen mu/s. In der That erhält man mit Rücksicht auf die 
Grundgleichung 505) für die Produkte [Sd;] die Darstellung 

DL2),. 5 BE 22,5 22,1855 18 Bess 
aus der die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung hervorgeht. Aber wie man sofort 
bemerkt, liegen nicht nur die Pole der Grundstäbe, sondern überhaupt die Pole sämt- 
licher Stäbe der Ebene auf der Geraden des Stabes $. Ist nämlich y der Pol eines ganz 
beliebigen Stabes V, also 


513) a y=VP, 
so wird wieder das Produkt 
BlA) nn u ar 8) AS Be pe, 


Sieht man daher davon ab, dafs zufolge der Gleichung 510) jeder beliebige Punkt x 
der Ebene, wenn man sich ihn mit dem Koeffizienten 0 behaftet denkt, als Pol der 
Geraden S aufgefafst werden kann, so bleiben als Pole von Geraden der Ebene nur 
solche Punkte übrig, die auf der Geraden des Stabes S liegen. 
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Dafür aber gehört dann umgekehrt jedem auf der Geraden S liegenden Punkte >,, 
der einer beliebigen Geraden V der Ebene als Pol zugeordnet ist, für den also die Glei- 
chung besteht 

BL ERe Ti; Wal; 
als Polare nicht nur jene eine Gerade V zu, sondern zugleich auch die sämtlichen Ge- 
raden V-+-gS desjenigen Strahlbüschels, das den Schnittpunkt der Geraden V und S 
zum Scheitel hat. Wegen 509) wird nämlich 

Deere P=P/RIISP=VP=y, 
das heifst, der Punkt y kann als Pol einer jeden Geraden V +g5S des Strahlbüschels 
mit dem Scheitel [7,5] aufgefafst werden. 

Um die Gestalt der Polarkurve 

RD ee RT 
bei der neuen Ausartung des Polarsystems kennen zu lernen, zeige man zunächst in der- 
selben Weise wie bei einem beliebigen Polarsystem, dafs man von jedem Punkte [VW 





’ 


| [rw] 








Fig. 90. 


der nicht auf der Geraden S liegt (vgl. Fig. 90), zwei Tangenten U, und U, an die Polar- 
kurve legen kann. Man substituiere dazu wieder in die Gleichung 516) statt U den 
Ausdruck V+hW für einen beliebigen Strahl des Strahlbüschels mit dem Scheitel [V W 


und erhält so die in quadratische Gleichung 
Bor eiVpl 25H IW:V PIFRL[WEWPR]=0. 
Sind h, und b, ihre beiden Wurzeln, so sind 
U=-V7/+h,W und Ud,=V7+1,W 
die beiden Tangenten, die sich vom Punkte [VW] an die Polarkurve legen lassen, und 
diese Tangenten können aus demselben Grunde wie bei der dualistischen Entwickelung 
(vgl. 5. 106) auch nicht in eine einzige Gerade zusammenfallen. 
Dann aber folgt weiter aus der für die Ausartung charakteristischen Gleichung 509), 
dafs der Polarkurve auch jede Gerade derjenigen beiden Strahlbüschel angehört, deren 
Scheitel die Punkte [U,S] und [U,S] sind. Denn jeder Strahl U;+g9S (=1,2) eines 
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dieser beiden Strahlbüschel genügt der Gleichung 516). Setzt man nämlich den Aus- 
druck U; +gS in die linke Seite von 516) ein, so verwandelt sie sich in die Summe 
[0;-0; Pl +29[0;:SP]+ g9[|S- SP]; 

und von dieser verschwinden die beiden letzten Glieder wegen 509), und das erste 
Glied, weil nach der Voraussetzung die beiden Geraden U; der Polarkurve angehören. 
Die Polarkurve wird daher von sämtlichen Geraden der beiden Strahlbüschel berührt, 
welche die Punkte [U,8] und [U,S] zu Scheiteln und daher die Gerade 5 zum Doppel- 
strahl haben; und da sie von der zweiten Klasse ist, so kann sie aufser den Geraden 
dieser beiden Strahlbüschel auch keine weiteren Geraden enthalten. Das Umhüllungs- 
gebilde der Geraden der Polarkurve zerfällt daher in das Punktpaar [U,S] und [U, S], 
dessen Verbindungslinie die ausgezeichnete Gerade 8 des Polarsystems ist. 








Fig. 91. 


Die Parameter bh, und b, der beiden Geraden U, und U, werden entgegengesetzt 
gleich, das heifst, der Strahlwurf VWU,U, wird harmonisch (vgl. Fig. 91), wenn der Koef- 
fizient von h in der Gleichung 517) verschwindet, wenn also die Gleichung besteht 

[IW-YP]l=2. 
Dann geht die Gerade W durch den Pol V P der Geraden V hindurch, von dem bereits 
oben gezeigt wurde, dafs er auf der Geraden des Stabes S liegt, und dafs er zugleich 
einer jeden Geraden V +9gS als Pol zugeordnet ist, die durch den Schnittpunkt [VS] 
der Geraden V und S geht. Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich daher in den Satz 
zusammenfassen: 

_  Verschwindet das äufsere Produkt der drei Zählerpunkte desBruches P, 
ohne dafs zugleich alle drei Produkte aus je zweien von diesen Punkten null 
sind, sg zerfällt die Polarkurve des Poalarsystems Pin ein Punimmn nz enie 
Pole sämtlicher Geraden der Ebene hinsichtlich des Polarsystems P liegen 
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auf der geraden Verbindungslinie des Punktpaars und werden durch das 
Punktpaar von ihren Polaren harmonisch getrennt. Umgekehrt kann ein 
jeder Punkbwdersaufsder Verbimannesiinreides Punktpaars liest, als Pol 
einer jeden Geraden aufgefafst werden, die von ihm durch das Punktpaar 
harmonisch getrennt ist, das heifst, die Polare eines solchen Punktes kann 
in dem Strahlbüschel beliebig gewählt werden, dessen Scheitel jenem Punkte 
hinsichtlich des Punktpaars harmonisch zugeordnet ist. 


Der zu dem Bruche P adjungierte Bruch 
p= [%b;],; [d; d,l, [d,b,] 
e, 65, 6, 
läfst sich auf dieselbe Weise umformen wie der Bruch P bei der entsprechenden Aus- 
artung in der dualistischen Entwickelung (vgl. S. 108 f.) und nimmt dadurch die Gestalt an 
5 Shore 





518) 





519) 
re 
in der f einen Zahlfaktor bedeutet. Einem beliebigen Punkt der Ebene 
Der ee ent Bart ,e 
r Ss 
® 
= Fig. 92. 


(vgl. Fig. 92) wird daher durch den Bruch p die Gerade 


BB 2.2. 2 22... eilt) 
zugewiesen, oder was dasselbe ist, die Gerade 
Daran: 2. 9yp=t[yS]s 


Diese Dre. ke Pelare des Punktes % nn dafs der zu P adjungierte Bruch » 
jedem beliebigen Punkte % der Ebene als Polare die Verbindungslinie $ der Punkte des 
Punktpaars [U,S], [U,S] zuordnet, was zu dem oben gewonnenen Ergebnisse stimmt, 
dafs der Pol der Geraden S in Bezug auf das Polarsystem P unbestimmt bleibt. Nur 
in dem Falle, wo der Punkt y auf der Geraden $ liegt, reduciert sich die Gleichung 522) 
auf die Form 
Das m 2, ep: 

in diesem Falle er sie: let aus, dafs die Polare des Punktes y unbestimmt wird. 
Man hat also den Satz: 

Zerfällt die Polarkurve eines Polarsystems P in ein Punktpaar mit 
der Verbindungsgeraden S, so sind die Punkte dieser Verbindungsgeraden 
zu dem adjungierten Polarsystem p apolar. 

Überdies zeigt der Vergleich der Gleichungen 519) und 491), dafs der Bruch » 
genau mit demjenigen Bruche 9» übereinstimmt, der sich oben in der dualistischen Ent- 
wickelung bei der Untersuchung der zwerten Ausartung des Polarsystems ergab, und man 
kann daher zu den bisher gewonnenen Eigenschaften der Verwandtschaft » noch das 
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dort gefundene Ergebnis hinzufügen: Die quadratisch@ Form, welche der Polkurve des 


Polarsystems p zugehört, gestattet die Darstellung 


BA [e: xp] = — f[x8]" 
Die Gleichung der Polkine Tautst daher 
SO. ee ed 


und stellt somit die es zu zählende Gerade S dar. Hierin liegt der Satz: 
Zerfällt die Polarkurve eines Polarsystems P in ein Punktpaar, so 

artet die Polkurve des adjungierten Polarsystems p in die doppelt zählende 

Verbindungsgerade der Punkte dieses Punktpaars aus. 





Der zweite Fall endlich, der beim Verschwinden des Produktes |b,b,b,] eintreten 
kann, ist wieder der, wo die sämtlichen xweifaktorigen Produkte |b, b;|, [d,5,], [6,6,] rull 
sind, wo also die drei Gleichungen bestehen 


Babwien.. kA a ee: 
aus denen dann hen die ne 
N eh ar a Oel 


folgt. Ist dabei instant noch eine von den drei Gröfsen b;, etwa b, von Null ver- 
schieden, so werden zwischen den drei Geöfsen b; zwei Zahl- 
beziehungen von der Form bestehen müssen 
b=Tb, und d,—=gb, oder 
528). 2 02 Fb, —b, = 0 undigd —b, = 
welche aussagen, dafs die drei Punkte b;, sofern sie nicht null 
sind, in einen Punkt zusammenfallen (vgl. Fig. 93). 
Bezeichnet man dann wieder die beiden Stäbe, die aus 
den Grundstäben E,, E,, E, durch die Koeffizienten der bei- 
den Zahlbeziehungen 528) abgeleitet werden können, mit S 
und 7, setzt also 


529). Seh u und Tore, 
so lassen sich die Gleichungen 528) auch in der Form schreiben 
Bau) nee Zur, 35 Pe Orca pe0n 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt zunächst, dafs die 
Geraden der Stäbe S und T durch denjenigen Punkt hindureh- 
gehen müssen, in den die drei Punkte b; zusammengefallen 
sind. Denn es wird 

531) I =[8.45P]= [Ei SPp|=0 

BEE PIE a el. 
Ferner zeigen sie, dafs die Geraden S und T zum Polarsystem 
P apolar sind. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber offenbar 
Fig. 93. auch jede Gerade S+ 7 des Strahlbüschels mit dem Scheitel 

Bay Wire sen: 
In der That folgt aus den Gleichungen 531) für ganz beliebige Werte der Zahl- 
gröfse h die Gleichung 


EEE N oa— 
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welche wirklich aussagt, dafs überhaupt jede Gerade des Strahlbüschels mit dem Scheitel s 
zum Polarsystem P apolar ist. An diese Gleichung 533) lassen sich wiederum am leich- 
testen die weiteren Folgerungen knüpfen. 

Multipliziertt man sie zunächst äufserlich mit dem Stabe S+57, so erhält man 
die Gleichung | | 

Bene 23 SE ARS HR Pl 0, 

. welche den Satz enthält: 

Jede Gerade S+hT des Strahlbüschels mit dem Scheitel s=-[87! ge- 
hört der Polarkurve des Polarsystems P an. 


Aber die Gleichung 533) zeigt zugleich, dafs der Pol eines jeden beliebigen 

Stabes der Ebene mit dem Punkte s zusammenfällt. In der That, ist y der Pol eines 
beliebigen Stabes V, also 

Ei) Er ey F=E VER, 
so folgert man aus de GIachune 533) unter Benutzung von 505), dafs das äufsere Pro- 
dukt [(S+ 57)y] verschwindet; denn es wird _ 

Beaseerıddiyl= IS LISTISFRE IV ES +IN BR =). 
Der Pol y einer beliebigen Geraden V der Ebene liegt also auf einer jeden Geraden 
S-+b7 des Strahlbüschels mit dem Scheitel s und fällt somit wirklich mit dem Punkte s 
zusammen. Die beiden Punkte y und s können sich daher nur um einen Zahlfaktor 
von einander unterscheiden, und man kann die Gleichung ansetzen 

537) Be Mur .y=-VP=ins, 
wo Ip, eine Zahlen bedeutet, die von dem Stabe V abhängt. Bildet man insbe- 
sondere diejenigen drei Specialgleichungen, die aus der Gleichung 537) hervorgehen, 
wenn man den Stab V durch die drei Grundstäbe £; des Fundamentaldreiecks ersetzt, 
und bezeichnet die Werte, welche die Funktion ty, für die Argumente E,, E,, E, an- 
nimmt, mit 1, t,,t,, so erhält man die drei Gleichungen 

Denen Ps, b=-EP=1s, ,—- 5, P-vs: 
Die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Zahlgröfsen rt; ergiebt sich wieder 
leicht aus der Grundgleichung des Polarsystems 

BE Se eher re [BEP]: 
Führt man id in diese Gleichung anstatt der Produkte 

E,P und E,P ihre Werte 


t,s und 1;s aus 538) ein, so erhält man 


tr. [Eis] = ti |Ers], für die man, wenn man noch 
esse de, + 2,6, setzt, auch schreiben, kann 
IS L een, 


Und diese drei Bo tneleichungen lassen sich wieder durch die Proportionalitäts- 
gleichungen ersetzen 

2 re 2. el, 
in denen f einen een Zahlfaktor bedeutet. Die Gleichungen 538) verwandeln 
sich daher in 





DAS Vasen, bet, 
und es wird also 
SUISSE SHOES, 
ET u u) a) 3 
BASE See P=f E 
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Aus dieser Form des Brüches P folst dann wieder wie bei der dualistischen 
Entwickelung für den Pol V P eines beliebigen Stabes V der Ausdruck 
BAD) NR en 
und man erhält zugleich für die der Polarkurve zugehörige quadratische Form [U: UP] 
die Darstellung | 
546) er N EZ SERP LESE 
und damit den Satz: 

Bei der durch die Gleichungen 526) definierten Ausartung des Polar- 
systems P ist die seiner Polarkurve zugehörende quadratische Form [U-UP] 
das Produkt aus einer Konstanten und dem Quadrat einer linearen Form. 

Die Gleichung der Polkurve läfst sich daher auch in der Form schreiben: 

547) eG [Us’=0, 
und es ergiebt sich also der Satz: 

Verschwinden bei einem Polarsystem P alle drei Produkte aus je 
zweien von seinen drei Zählern, so besteht seine Polarkurve aus einem 
doppeltzählenden Punkt. Mit diesem Punkte fallen zugleich die Pole sämt- 
licher Geraden der Ebene hinsichtlich des Polarsystems P zusammen. | 

Die adjungierte Verwandtschaft bietet auch hier wenig Interesse. Denn der 
adjungierte Bruch p» nimmt wegen 526) die Form an: 


548) = a 
en en @ 
Es wird daher überhaupt für jeden Punkt y der Ebene das Produkt 
549) w=d, 


das heifst, man hat den Satz: | 

Artet die Polkurve eines Polarsystems P in ein doppeltzählendes 
Strahlbüschel aus, so ist zu dem adjungierten Polarsystem » jeder belie- 
bige Punkt y der Ebene apolar. 


(Fortsetzung: folgt.) 
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